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ИЗДАТЕЛЬСТВО «СОВЕТСКОЕ РАДИО» 
МОСКВА — 1971 


Предисловие ко второму изданию 


Общая направленность учебника по курсу «Радиотехнические 
цепи и сигналы», положенная в основу первого издания, сохранена 
и в настоящем издании. Однако книга коренным образом перерабо: 
тана. | 

В главах, посвященных теории сигналов, приведены дополнитель» 
ные сведения о разложении сигналов по различным ортогональным 
системам функций; более подробно рассмотрены свойства аналитиче- 

ских сигналов; развиты разделы о спектрах неинтегрируемых функ: 
ций и о корреляционном анализе сигналов. Более подробно рассмот- 

_ __рены активные четырехполюсники, а также частотные характеристи- 

< ки линейных радиотехнических цепей, содержащих активные элемен- 
ты. Глава «Нелинейные цепи и методы их анализа» дополнена рас: 
смотрением общих положений о преобразовании спектров как в ре 
зистивных, так и реактивных нелинейных цепях. В главе «Парамет- 
рические цепи» существенно упрощено изложение теории параметри: 
ческого усиления. 

Большинство глав подверглось методической переработке с уче: 
том опыта преподавания нового курса и многочисленных замечаний, 
сделанных преподавателями кафедры теоретической радиотехники 

. МАЙ, а также многими другими радиоспециалистами. 

Сведения, не входящие в обязательную программу, выделены пе- 
титом. При первоначальном изучении незначительные по объему со- 
кращения легко могут быть сделаны без нарушения целостности из- 
ложения. Автор считает такое расширение полезным для некоторой 
индивидуализации обучения и продления «срока жизни» книги. 

В приложении даны основные сведения о дискретной обработке 
непрерывных сигналов и о цифровых фильтрах. Эти сведения еще не 
входят в программу курса РТЦиС, однако по мнению автора, в ближай- 
шие годы этот материал составит один из важных его разделов. 

Несмотря на введение нового материала, общий объем книги, 
благодаря исключению некоторых вопросов, потерявших актуаль- 
ность, удалось несколько сократить. 

В работе над книгой большую помощь критикой, советами и уча- 
стием в подготовке рукописи к печати оказали автору сотрудники 
кафедры теоретических основ радиотехники МАИ. 

Многочисленные и ценные замечания сделали при рецензировании 
члены кафедры теоретических основ радиотехники ЛИАП. 

Автор выражает своим товарищам по работе и рецензентам искрен- 
нюю благодарность и примет с благодарностью все замечания науч- 
ного или методического характера по настоящему учебнику. Их сле: 
дует направлять по адресу: Москва, Главный почтамт, п/я 693, изд-во 
«Советское радио». 

АВТОР 


Введение 


1.1. ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА И ПРИМЕНЕНИЯ РАДИОТЕХНИКИ 


Современная радиотехника является мощным средством техни- 
ческого прогресса. Радиотехника проникла во все области народного 
хозяйства, в науку, технику, культуру и быт. 

Одна из важнейших задач радиотехники заключается в осуществ- 
лении связи на большие расстояния с помощью излучения электро- 
магнитных волн. С развитием различных направлений радиотехники 
повсеместное распространение получили радиовещание и служебная 
радиосвязь, все большие районы обслуживает телевидение, осу- 
ществляется устойчивая связь с судами, самолетами и космическими 
кораблями. Средства радиотехники позволяют осуществлять межпла- 
нетную связь, а также обеспечивать дистанционное управление с 
Земли сложными аппаратами, предназначенными для исследования 
других планет. Такие средства, как радиолокация, радионавигация, 
радиотелеметрия, радиоуправление и др., еще недавно казавшиеся 
новейшими средствами, стали совершенно обычными. 

Однако упомянутыми применениями далеко не исчерпываются 
все возможности современной радиотехники. С проникновением ра- 
диометодов в давно существующие науки качественно изменился 
характер последних. Возникли новые науки, такие, как радиофизика, 
радиоастрономия и др. 

Неоценимую помощь оказывает применение радиотехнических 
приборов и методов в экспериментальной физике, в том числе ядерной 
физике, в технике измерения любых быстропротекающих процессов‘ 
и различных неэлектрических величин (давления, вибраций, неболь- 
ших смещений и т. д.), при изучении физики ионосферы, в службе 
времени. 

Широкое применение радиотехнических методов для решения за- 
дач, не связанных с излучением, привело к появлению новой области, 
включающей в себя радиотехнику и электронику. Эту область часто 
называют радиоэлектроникой. 

Радиоэлектронная аппаратура широко применяется и в меди- 
цинских исследованиях (для диагностики), а также для возмещения 
частично или даже полностью утраченных функций человеческого 
организма. 

Большим достижением радиоэлектроники является все расширя- 
ющееся применение быстродействующих электронных счетных машин— 
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вычислительных, управляющих, информационных. Решающую роль 
В автоматизации и комплексной механизации производственных про- 
цессов призваны сыграть кибернетические машины, создание которых 
немыслимо без радиоэлектроники. 

Из всего сказанного можно сделать вывод, что применения радио: 
электроники очень разносторонни и ее роль в дальнейшем человече. 
ском прогрессе будет всемерно возрастать. 

Все многочисленные области применения радиотехники объединяет 
одна существенная особенность, заключающаяся в том, что во всех 
применениях радиотехники имеет место передача информации с по- 
мощью электрических сигналов. Это принципиально отличает радио- 
технику от электротехники. Последняя также использует передачу 
на расстояние (например, по высоковольтным линиям), однако в от- 
личие от радиотехники, объектом транспортировки является не ин: 
формация, а энергия. 

Со времени изобретения радио А. С. Поповым (1895 г.) и до настоя: 
щего времени основной задачей радиотехники является передача ин: 
формации на расстояние посредством электрических сигналов. 

Следует отметить, что высокочастотное электромагнитное поле ис. 
пользуется иногда и для целей, не связанных с передачей инфор: 
мации, например применение высокочастотных полей в медицине 
(рентгенотерапия, физиотерапия и др.), а также некоторые техно: 
логические применения: поверхностная закалка, сушка древесины, 
консервирование пищевых продуктов и т. д.; все эти применения 
также не относятся к радиотехнике. 


1.2. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ НА РАССТОЯНИЕ. 
ОСОБЕННОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН И ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
В РАДИОТЕХНИКЕ ЧАСТОТЫ 


Главной особенностью радиотехники является передача сообщения , 
о каком-либо событии на расстояние. Расстояние разделяет отпра- 
вителя и адресата, датчик команд и исполнительное устройство, 
исследуемый процесс и измерительный механизм, источник косми: 
ческого радиоизлучения и регистрирующий прибор радиотелескопа, 
различные блоки электронной вычислительной машины, — словом, 
источник и потребитель информации. 

Расстояние, на которое передается сигнал, может быть очень не. 
значительным (передача команд в счетной машине от одного блока 
к другому), или огромным (межконтинентальная или космическая 
связь). Передача сообщений осуществляется посредством проводных, 
кабельных, волноводных линий или свободного пространства (воз- 
душной среды, космического пространства). Естественно, что для 
передачи сигналов целесообразно использовать те физические процес: 
сы, которые имеют свойство перемещаться в пространстве. К числу 
таких процессов относятся применяемые в радиотехнике электромаг: 
нитные колебания — радиоволны Любой физический процесс, ис: 
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пользуемый в качестве агента (посредника, переносчика) для пере- 
дачи информации, должен обладать свойством принимать всю совокуп- _· 
ность значений или состояний, по которым можно было бы однозначно 
установить соответствующее значение или состояние объекта или про- 
цесса, являющегося источником информации. 

С этой целью радиоволиы подвергаются так называемой моду- 
ляции. Процесс модуляции заключается в том, что высокочастот- 
ное колебание, способное распространяться на большие расстояния, 
наделяется признаками, характеризующими полезное сообщение. Та- 
ким образом, это колебание используется как переносчик сообщения, 
подлежащего передаче. Для этого один (или несколько) параметр вы- 
сокочастотного колебания изменяют по закону, совпадающему с за- 
коном изменения передаваемого сообщения. В зависимости от изме- 
няемого параметра (амплитуды, частоты или фазы колебания) раз- 
личают три основных вида модуляции — амплитудную, частотную 
и фазовую!. 

Обратное преобразование электромагнитных колебаний в перво- 
начальный сигнал, осуществляемое на приемной стороне, называется 
демодуляцией или детектированием (соответ- 
ственно амплитудным, частотным и фазовым). 

Модуляция, как правило, не оказывает влияния на способность 
высокочастотных колебаний распространяться в пространстве. Од- 
нако выбор длины волны (или, как говорят, несущей частоты или ра- 
бочего диапазона) высокочастотного колебания является весьма су: 
щественным для обеспечения устойчивой и надежной связи. 

На выбор того или иного диапазона волн для каждой конкретной 
системы связи оказывают влияние следующие факторы: 

1. Особенности распространения электромагнитных волн даннога 
диапазона и влияние времени года, суток, состояния атмосферы, 
солнечной радиации и ряда других причин. 

2. Технические возможности: направленное излучение, приме- 
нение антенной системы соответствующих размеров, генерирование 
мощных колебаний и управление ими (модуляция), построение схемы 
приемного устройства ит. д. 

3. Характер шумов и помех в данном диапазоне. 

4. Характер сообщения или, как говорят, «ширина спектра» мо- 
дулирующих частот и желательный способ модуляции (амплитуды, 
частоты и т. д.). 

Практически для использования оказываются пригодными те уча- 
стки диапазона, в которых обеспечиваются благоприятные условия 
распространения радиоволн и в приемлемой степени удовлетворяются 
остальные перечисленные факторы. 

Для современной радиотехники характерно интенсивное изучение 
малоисследованных диапазонов волн и стремление к расширению диа: 


' Существуют также разнообразные методы импульсной модуляции, осно- 
ванные на изменении параметров импульсной последовательности. На них мы 
остановимся в дальнейшем. 
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пазона используемых частот как в сторону освоения весьма низких, 
так и сверхвысоких частот, вплоть до световых волн. Последнее не 
должно казаться странным, так как радиоволны и световые волны 
совпадают по природе (электромагнитные волны); различне имеется 
лишь В длине волны. 

Подразделение радиоволн на диапазоны, вошедшее в практику, 
дано в следующей таблице: 


Волны Диапазон Частота 

Сверхдлинные ...........| 10000 м и более Ниже 30 кгц 
Длинные ‚сео соо во 10 000—3 000 м 30—100 кгц 

А ВЕЯНИВ „лее 3 000—200 м 100—1 500 кгц 
Промежуточные , , , , , , , , 200—50 и 1 500—6 000 кгц 
КОРОТКИЕ д. зло аа аа 50—10 м 6—30 Мгц 

— Метровые [0—1 м 30—300 Мгц 
Дециметровые Ультракороткие . 1—0,1 м 300—3 000 Мгц 
Сантиметровые 10—1 см 3000—30 000 Мгц 
Миллиметровые . ....... а | см —1 мм 30 000—300 000 Мгц 
Субмиллиметровые . . . , , г, 1—0,1 ми 300 000—3000000Мги 
Инфракрасные и световые .....| Менее 0,1 мм Выше З 000 000 Мгц. 


Длина волны А связана с периодом колебания Т или с частотой 
{ = 1/Т следующими соотношениями: 


Здесь с = 3.10% м/сек — скорость распространения электро- 
магнитных волн в пустоте. 

Сверхдлинные и длинные волны, применявшиеся на первом этапе 
развития радиотехники для радиотелеграфной связи, имеют два боль- 
ших недостатка: 

— необходимость больших мощностей передатчиков ввиду силь- 
ного поглощения поверхностной волны при ее распространении над 
земной поверхностью; 

— непригодность для передачи сложных сигналов из-за слишком 
большого отношения ширины спектра сигнала к несущей частоте. 

Средние волны получили широкое применение в радиовещании, 
Основным преимуществом волн длиннее 1000 : является устойчивость 
приема, недостатком — трудность обеспечения большой дальности 
действия ввиду значительного поглощения поверхностной волны. 
Поэтому на средних волнах осуществляется преимущественно местное 
радиовещание, рассчитанное на зоны с радиусом в несколько сотен 
километров. Лишь небольшое число сверхмощных средневолновых 
радиостанций обслуживает большие районы. В СССР, обладающем 
огромной территорией, существует наибольшее число мощных и сверх: 
мощных радиовещательных станций средневолнового диапазона. 

4 


Накопление большого экспериментального материала по рас- 
пространению коротких волн позволило установить оптимальные дли- 
ны волн для различных часов суток и времени года. 

Главные преимущества вещания на коротких волнах — возмож: 
ность получения большой дальности действия при относительно малой 
мощности передатчика и возможность осуществления направленного 
излучения. Основным недостатком коротковолнового вещания явля- 
ется колебание силы приема (замирание), часто сопровождающееся 
сильными искажениями передачи при сложной структуре сигнала, 
состоящего из большого числа составляющих с различными частота- 
ми. Условия интерференции, зависящие от частоты, могут оказаться 
неодинаковыми для различных составляющих спектра сигнала. Это 
явление, называемое избирательным (или селективным) замиранием, 
приводит к временным выпадениям из спектра сигнала отдельных 
составляющих или, наоборот, к усилению амплитуд этих составляю- 
щих. Таким образом, в точке приема нарушается правильное соотно- 
шение между отдельными компонентами сигнала, в результате чего 
искажаются его тембр и чистота. Так как явление избирательного 
замирания проявляется тем сильнее, чем шире спектр сигнала, то 
на коротких волнах осуществлять передачу таких сложных сигналов, 
как, например, телевизионных, практически невозможно. 

Наряду с радиовещанием в настоящее время короткие волны исклю- 
чительно широко применяются для радиотелеграфии на магистральных 
линиях связи, а также для морской и авиационной радионавигации. 

В результате освоения ультракоротковолновых диапазонов волн 
появились новые области радиотехники — телевидение и радиоло- 
кация. В этом диапазоне удачно сочетаются два фактора. Применение 
очень высокой частоты излучения позволяет соответственно расширить 
и полосу частот передаваемого сообщения, так как условия передачи 
и усиления сигналов в радиоаппаратуре определяются, в основном, 
относительной шириной спектра сигнала. Особенности же распро- 
странения УКВ (в пределах прямой видимости) почти полностью иск- 
лючают искажения сигнала из-за интерференции волн, распространя- 
ющихся по разным путям. 

То обстоятельство, что на УКВ регулярный прием возможен толь- 
ко в пределах прямой видимости, является, конечно, существенным 
ограничением. Для увеличения дальности связи на УКВ обычно при- 
меняют высокоподнятые антенны. Последние десятилетия характери- 
зуются развитием так называемых радиорелейных линий, представ- 
ляющих собой цепочку приемо-передающих УКВ радиостанций, рас- 
положенных вдоль линии связи через несколько десятков километров. 
Подобные линии позволяют осуществлять многоканальную связь; 
а также обмен телевизионными программами между пунктами, уда- 
ленными на весьма значительное расстояние. Все шире применяются 
на практике миллиметровые и более короткие волны. 

Из приведенного краткого обзора видно, что развитие радиотех- 
ники характеризуется непрерывным расширением используемых вол- 
новых диапазонов. 
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Из курса физики известно, что эффективное излучение электро- 
магнитной энергии может быть осуществлено лишь при условии, что 
геометрические размеры излучающей системы соизмеримы с длиной 
волны. В связи с этим применение сверхдлинных волн затруднено. 
Напротив, использование световых волн позволяет получить мало- 
габаритные излучатели с чрезвычайно высокой направленностью 
и с огромной концентрацией энергии в луче. Так, например, луч, по- 
сланный с Земли, образует на поверхности Луны пятно диаметром 
всего лишь в несколько сотен метров. Применение световых волн для 
передачи сообщений связано с трудностями модуляции, приема ит. д. 
При выборе рабочего диапазона следует учитывать многие факторы 
и зачастую принимать компромиссные решения. 

Вместе с тем за последнее время намечается ряд перспективных 
направлений, которые во многих случаях, по-видимому, позволят 
избежать недостатки, связанные с особенностями распространения 
волн уже освоенных диапазонов. К числу этих направлений следует 
отнести попытки использования метеорных следов (отражение от уча- 
стков с повыщенной ионизацией, образующихся при вхождении метео- 
ров в верхние слои атмосферы), использование поверхности Луны в ка- 
честве пассивного отражателя радиоволн, рентрансляцию сигналов 
с помощью искусственных спутников Земли, создание специальных 
ионизированных облаков и т. д. Можно предполагать, что подобные 
методы приведут к возможности осуществления связи, сочетающей 
в себе преимущества, присущие различным диапазонам. 


1.3. ОСНОВНЫЕ РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ 


Из предыдущего видно, сколь разнообразным преобразованиям 
подвергается сигнал в процессе передачи по каналу связи. Некоторые 
из этих процессов являются обязательными для большинства радио- 
технических систем независимо от их назначения, а также от характера 
передаваемых сообщений. Перечислим эти фундаментальные процессы 
и попутно отметим их основные черты применительно к обобщенной 
схеме радиотехнического канала, представленной на рис. 1.1. 

Преобразование исходного сообщения в электрический сигнал и ко- 
дирование. При передаче речи и музыки такое преобразование осу- 
ществляется с помощью микрофона, при передаче изображений (те- 
левидение) — с помощью передающих трубок (суперортикона). В слу- 
чае передачи письменного сообщения (радиотелеграфия) сначала про- 
изводится кодирование, заключающееся в том, что каждая буква текста 
заменяется комбинацией стандартных символов (например, точек, 
тире и пауз в коде Морзе), которые затем преобразуются в стандарт- 
ные электрические сигналы (например, импульсы разной длительности 
или разной полярности). 

Следует отметить, что схема рис. 1.1 соответствует случаю, когда 
информация вводится «в начале» канала связи, т. е. непосредственно 
в передатчике. Несколько иначе обстоит дело, например, в радиоло- 
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кационном канале, где информация о цели (дальность, высота, скорость 
ит. д.) вводится в результате отражения радиоволны от цели в свобод- 
ном пространстве. 

Генерация высокочастотных колебаний. Высокочастотный генера: 
тор является источником колебаний несущей частоты. В зависимости 
от назначения радиоканала связи мощность колебаний изменяется 
в пределах от тысячных долей ватта до миллионов вапип. Естественно, 
что конструктивные формы и размеры этих генераторов различны — 
от простейшего малогабаритного элемента до грандиозного техни- 
ческого сооружения. 


Передпющая 
антеннё 


Генератор 
несущей 
частоты 


Источник 
сообщений 


а н н н [-[——- 
ашн» а. ать арн нане т ТУ = на 


антенна 
Рис. 1.1. 


Основными характеристиками высокочастотного генератора яв- 
ляются частота и диапазонность (возможность быстрой перестрой- 
ки с одной рабочей частоты на другую), мощность и отдача (коэффи- 
циент полезного действия). Особенно важное значение имеет стабиль- 
ность частоты колебаний. Радиотехника в этом отношении находится 
в исключительном положении. Условия распространения радиоволн 
и широкий спектр частот сигналов диктуют применение очень высоких 
несущих частот. Условия же обработки сигналов на фоне помех и не- 
обходимость ослабления взаимных помех между различными радио- 
каналами заставляют добиваться максимально возможного умень- 
шения абсолютных изменений частоты. Это приводит к чрезвычайно 
жестким требованиям к относительной стабильности частоты. 

Управление колебаниями (модуляция). Процесс модуляции заклю- 
чается в изменении одного или нескольких параметров высокочастот- 
ного колебания по закону передаваемого сообщения. Частоты моду- 
лирующего сигнала, как правило, малы по сравнению с несущей ча- 
стотой генератора. Для осуществления модуляции используются раз- 
личные приемы, обычно основанные на изменении потенциала электро- 
цов электронных приборов, входящих в схему радиопередающего 
устройства. 

Основная характеристика процесса модуляции — степень соот- 
ветствия между изменением параметра высокочастотного колебания 
и модулирующим сигналом, 
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Усиление слабых сигналов в приемнике. Антенна приемника улав- 
пивает ничтожную долю энергии, излучаемой антенной передатчика. 
В зависимости от расстояния между передающей и приемной станция- 
ми, от степени направленности излучения антенн и условий распро- 
странения радноволн мощность на входе приемника измеряется ве- 
пичинами порядка 10—!9 —10—!4 вт. На выходе же приемника для на- 
дежной регистрации сигнала требуется мощность порядка единиц 


_.ватт и более. Отсюда видно, что усиление в приемнике должно дости- 


гать 101° —10 по мощности или 108—107 по напряжению. 

В современных приемниках уверенная регистрация сигнала обес- 
_ печивается при напряжениях на входе порядка микровольта. Решение 
этой сложной задачи оказывается возможным благодаря достижениям 
современной электроники. Большую роль играют также специальные 
методы построения схем приемников, обеспечивающие большое уси- 
ление при сохранении устойчивости работы приемника. К таким ме- 
тодам относится преобразование (понижение) частоты колебания 
в тракте приемника, осуществляемое так, что сохраняется структура 
передаваемого сигнала. (На схеме рис. 1.1 процесс преобразования 
частоты не обозначен.) 

Процесс преобразования частоты помимо приемных устройств ши- 
роко используется в различных радиотехнических и радиоизмеритель- 
ных устройствах. 

Проблема усиления в приемнике неотделима от проблемы выделения 
сигнала на фоне помех. Поэтому одним из основных параметров при- 
емника является избирательность, под которой подразумевается спо- 
собность выделять полезные сигналы из совокупности посторонних 
воздействий (помех), отличающихся от сигнала по частоте. 

Частотная избирательность осуществляется с помощью резонанс- 
ных колебательных систем. 

Выделение сообщения из высокочастотного колебания (детектиро- 
вание). Детектирование является процессом, обратным по 
отношению к модуляции. В результате детектирования должно быть 
зосстановлено электрическое напряжение (ток), изменяющееся во 
времени по закону передаваемого сообщения, т. е. так же, как изме- 
няется один из параметров ( амплитуда, частота или фаза) модулирован- 
ного колебания. Как и при модуляции, различают три вида детекти- 
рования: амплитудное, частотноеи фазовое. Детек- 
тор, как правило, включается на выходе приемника, следовательно, 
к нему подводится модулированное колебание, уже усиленное преды- 
дущими ступенями приемника. Основное требование к детектору — 
это по возможности точное воспроизведение формы сигнала. 

Помимо перечисленных процессов, так или иначе связанных с 
преобразованием частотных спектров, в радиотехнических устройст- 
вах широкое применение находит процесс усиления колебаний без 
трансформации частоты, осуществляемый в различных усилителях. 
К таким усилителям относятся: 

— «низкочастотные» усилители управляющих сигналов, используе- 
мые перед модулятором передатчика, а также на выходе приемника, 


И 


— усилители коротких импульсов, применяемые в телевизионной 
и радиолокационной технике, а также в импульсных системах радио: 
СВЯЗИ; 

— высокочастотные усилители большой мощности, применяемые 
в радиопередающих устройствах; 

— высокочастотные усилители слабых сигналов, применяемые 
в радиоприемных устройствах и измерительных схемах. 

Кроме упомянутых процессов, присущих, как уже отмечалось, 
любой радиотехнической линии, в ряде специальных случаев широко 
применяются многие другие процессы: умножение и деление частоты, 
генерация коротких импульсов, различные виды импульсной модуля- 
ции и др. 

Некоторые наиболее существенные из перечисленных процессов 
рассматриваются в соответствующих главах данной книги. 


1.4. РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И МЕТОДЫ ИХ АНАЛИЗА 


Радиотехнические преобразования осуществляются с помощью 
большого числа линейных и нелинейных элементов и 
устройств. Линейные системы, в свою очередь, подразделяются на 
системы с постоянными и системы с перемен 
ными параметрами. 

Каждый из перечисленных классов систем подразделяется, кроме 
того, на системы с сосредоточенными и с распределенными парамет- 
рами. К первым относятся цепи, составленные из индуктивностей, 
емкостей и сопротивлений, а ко вторым — цепи содержащие линии, 
волноводы, излучающие системы. 

В данном курсе изучаются, в основном, цепи с сосредоточенными 
параметрами. Для выявления основных свойств указанных систем 
необходимо напомнить сгойства описывающих эти системы диффе- 
ренциальных уравнений. Имея в виду цепи с сосредоточенными пара: 
метрами, выпишем три следующих уравнения: 


п п—1 
акта чәе. 
а!" йрт! 
В ау , 
+ а,ә еа раа И (1.1) 
у | 4—1 у 0—0 
а, ар" А д 109) Че 6 йһ—2 з + зе Еа 
ау 
+а, 52 4-а,у = 10), (1.2) 
4а? п— 
а, 4- аа-а (0) Я 
аі а) 
4 Ш и 14у Г КОГ ; 3 
дат, 4010) (1.3) 
ч 
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Уравнение (1.1) — линейное, с постоянными коэффициентами 
20, (и, д9, ..., а, — относится к линейной системе с постоянными па- 
раметрами. Уравнение (1.2), в котором по крайней мере один из коэф- 
фициентов, в данном случае а, _1(2), является функцией времени (но 
не зависит от у), представляет собой линейное уравнение с переменным 
коэффициентом (или переменными коэффициентами) и описывает 
линейную систему с переменными параметрами. Наконец, уравнение 
(1.3), один или несколько коэффициентов которого, в данном случае 
а,—1(у), являются функциями у, представляет собой нелинейное диф- 
ференциальное уравнение, относящееся к нелинейной системе. 

Обратимся сначала к свойствам линейного уравнения с посто- 
янными коэффициентами. Для большей наглядности заменим общее 
уравнение (1.1) более простым уравнением второго порядка, относя- 
щимся, например, к последовательному колебательному контуру Ё, 
С, г, в который вводится э. д. с. е(1. 

Для тока в контуре (1) можно написать следующее интегродиффе- 
‘ ренциальное уравнение: 


а (1060). (1.4) 


Продифференцировав это уравнение по ѓ и обозначив е'(#) = 
= {(1), придем к уравнению типа (1.1). 

Уравнение (1.4) является линейным, если коэффициенты Ё, ги 
ПС не зависят от величины тока і или, что то же самое, от величины 
внешней силы е(ѓ). При выполнении этого условия напряжения на каж- 
дом из элементов контура линейно связаны с током. Действительно, 
обозначая эти напряжения соответственно через и,, иг и ис, можем 
написать 


й. = гі, 
аі 

и, = 1 — 

> й, (1.5) 
1 

= — | ійі 

с = | 


Так как дифференцирование и интегрирование являются операция- 
ми линейными, можно утверждать, что и; и ис линейно связаны с то- 
ком і при любом законе изменения последнего во времени. Относи- . 
тельно (х, это утверждение еще более очевидно. Если, сохраняя закон 
изменения тока во времени, увеличить ток в п раз, то во столько же 
раз увеличатся и,, ш. и ис. 

В частности, при изменении тока по закону 
[= 1 5іп @ 
получим: 
И, ==7/ ѕіп ©}, 


и, = 9/1 СОЅ 0, 


(1.6) 


| 
ис = а 105 0/. 18 


Изменение амплитуды тока / в п раз дает такое же изменение ам- 
плитуды напряжения на элементах г, [ и С. Это свойство линейных 
элементов можно толковать как результат линейности их вольтам- 
перных характеристик. Вольтамперная характеристика для элемен: 
та г представлена на рис. 1.2, на котором по осям координат можно от- 
кладывать как мгновенные, так и амплитудные значения и, и і, а для 
элементов /, и С — на рис. 1.3, где по осям отложены соответственно 
амплитуды (/;, / или Ц, /. Заметим, что вольтамперные характери- 
стики учитывают только связь между амплитудами величин О, , Оси 1 
и не учитывают зависимость от частоты. В случае же элемента г функ: 


Рис. 1.2. Рис. 1.3. 


ции КВ и и, (1, как известно, могут отличаться только постоянным 
коэффициентом 1/7, который численно равен (см. рис. 1.2) угловому 
коэффициенту вольтамперной характеристики 

і 1 

{9 а = а=, 
и, г 
Для вольтамперных характеристик /(0;) и /(0с), построенных 

при какой-либо фиксированной частоте о, угловые коэффициенты 


— для индуктивности и 


іра =. =оС 
Ос 
—для емкости. 

Другим важным свойством линейных систем, так же вытекающим 
из линейности дифференциального уравнения, описывающего пове- 
дение (ток, напряжение) системы, является справедливость принципа 
независимости или наложения (суперпозиции). Суть этого принципа 
может быть сформулирована следующим образом: при действии на 
линейную систему нескольких внешних сил поведение системы (ток, 
напряжение) можно определять путем наложения (суперпозиции) ре- 
шений, найденных для каждой из сил в отдельности. Можно применить 
еще и такую формулировку: в линейной системе сумма эффектов от 
различных воздействий совпадает с эффектом от суммы воздействий. 
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При этом предполагается, что система свободна от начальных запасов 
энергии. 

Принцип наложения лежит в основе спектрального и оператор- 
ного методов анализа переходных процессов в линейных цепях, а так- 
же метода интеграла наложения (интеграл Дюамеля). Применяя 
принцип наложения, любые сложные сигналы при передаче их через 
линейные системы можно разложить на простые, более удобные для 
анализа сигналы, например, синусоидальные. 

Остановимся еще на одном фундаментальном свойстве линейной 
_ системы, прямо вытекающем из теории интегрирования линейных диф- 
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Разложив 
-е(2)-в правой части уравнения (1.4) с помощью ряда или интеграла 
Фурье на простейшие гармонические составляющие, действующие при 
— оо < < - оо, мы получим для каждой составляющей с частотой о, 
решение уравнения (1.4) в виде гармонического колебания той же ча: 
стоты: 


і, (0) = Г, соз (в, 1+ Ф,), 


где / и Ф, — постоянные амплитуда и фаза. 

Отсюда следует, что при любом, сколь угодно сложном воздействии 
в линейной системе с постоянными параметрами не возникает новых 
частот. Это означает, что ни одно из преобразований сигналов, со- 
провождающихся появлением новых частот (т. е. частот, отсутствую- 
щих в спектре входного сигнала), не может в принципе быть осуществ- 
лено с помощью линейной системы с постоянными параметрами. 
В радиотехнике линейные системы с постоянными параметрами на: 
ходят широчайшее применение для решения задач, не связанных 
с трансформацией спектра, таких, как линейное усиление сигналов, 
фильтрация (по частотному признаку) и т. д. 

Рассмотрим теперь свойства линейных систем с переменными пара: 
метрами, вытекающие из свойств общего уравнения (1.2). 

Как и в предыдущем случае, принцип наложения (суперпозиции) 
остается в силе. Это означает, что правую часть уравнения (1.2), т. е. 
внешнюю силу /(#), можно разложить на гармонические составляю: 
щие, действующие при — оо < Ё< + оо, после чего решение урав: 
нения (1.2) представляется в виде суммы независимых частных решений, 
соответствующих каждой из составляющих правой части. (Как и ра: 
нее, предполагается, что в системе начальный запас энергии отсут- 
ствует.) Однако в отличие от предыдущего случая в системе с перемен: 
ными параметрами эти частные решения являются не гармоническими, 
а более сложными функциями. Иными словами, даже простейшее гар: 
моническое воздействие создает в линейной системе с переменными 
параметрами сложное колебание, имеющее спектр частот. Это можно 
пояснить на следующем простейшем примере. Пусть к омическому 
сопротивлению, изменяющемуся во времени по закону 


Е. йа - 
ий | 
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приложено гармоническое напряжение 
е (1) = Е с03$ «і. 


Ток через сопротивление 


== (1-- М соз 94 соз ө 


Е, М. М лә | 
= 500050: 7 соѕ (0+ ©) 5 03 (0 94|. (1.7) 


Как видим, в составе тока имеются компоненты с частотами ® + ©, 
которых нет в е({). Даже из этой простейшей модели ясно, что, изме- 
няя во времени сопротивление, можно осуществить преобразование 
спектра входного сигнала. 

Аналогичный результат, хотя и с более сложными математическими 
выкладками, можно получить для цепи с переменными параметрами, 
содержащей реактивные элементы — индуктивности и емкости. Этот 
вопрос рассматривается в гл. 11. Здесь лишь упомянем, что линейная 
система с переменными параметрами преобразует частотный спектр 
воздействия и, следовательно, может быть использована для некото- 
рых преобразований сигналов, сопровождающихся трансформацией 
спектра. Из дальнейшего будет также видно, что периодическое из- 
менение во времени индуктивности или емкости колебательной системы 
позволяет при некоторых условиях осуществить «накачку» энергии от 
вспомогательного устройства, осуществляющего изменение парамет- 
ра («параметрические усилители» и «параметрические генераторы», 
гл. 11). 

Теория дифференциальных уравнений с переменными коэффици: 
ентами значительно более сложна, нежели уравнений с постоянными 
коэффициентами. Даже при гармонической правой части решение урав- 
нений порядка выше первого может быть найдено лишь в некоторых 
частных случаях. Ясно поэтому, что, хотя к линейным системам с пе- 
ременными параметрами и применим принцип наложения, непосред- 
ственное применение спектрального анализа к передаче сигналов че- 
рез такие системы не всегда оказывается эффективным. Более подробно 
этот вопрос освещен в гл. 11. 

Рассмотрим, наконец, общие свойства нелинейных систем. 

Из теории нелинейных дифференциальных уравнений известно, что 
при решении этих уравнений принцип наложения неприменим. Это 
означает, что если уравнение типа (1.3) (для случая, например, п == 1) 
при правой части [1(#) 


а 2 +а,у= (0 


приводит к решению в виде функции и,(1), а аналогичное уравнение 
при правой части [›(1). 


(0) 4 ау = 
16 


приводит к решению у2(1), то уравнение 
а 
а (0) 7 ау = 0+0 
имеет своим решением функцию уз(/), которая не равна сумме (1) 


и 1/2(2: 
: 000 00) +0 0. 


Таким образом, основным свойством нелинейных элементов и си- 
стем является то, что принцип наложения (суперпозиции) к ним не 
применим. Это свойство нелинейных систем тесно связано с кривизной 
вольтамперных (или иных аналогичных) характеристик нелинейных 
элементов. На рис. 1.4 изображена ти- 
-пичная характеристика диода і, = /(е,). +, 
В отличие от вольтамперной характе- 

_ ристики линейного сопротивления (рис. 
[.2) в данном случае между током и на- 
пряжением нет прямой пропорциональ- 
ности. Если напряжению е, соответст- 
вует ток і, а напряжению е, — ток 


2, ТО суммарному напряжению е,з = 
А 0 е е ее +р 6, 
=е,: -- Ёла соответствует ток із, отлич- а, 0) ‘аз ‘а, ^а, 
ный от суммы і; + і, (рис. 1.4). 
Рис. 1.4 


Из этого простого примера видно, 
что при анализе воздействия сложного 
сигнала на нелинейную цепь этот сигнал нельзя разлагать на более 
простые; необходимо искать отклик системы на результирующий 
сигнал. 

Неприменимость к нелинейным системам принципа наложения 
делает непригодными спектральный и иные методы анализа, основан- 
ные на разложении сложного сигнала на составляющие. 

Другим важным свойством нелинейной системы является преоб- 
разование спектра сигнала. 

При воздействии на нелинейную цепь простейшим гармоническим 
сигналом в системе помимо основной частоты возникают гармоники 
с частотами, кратными основной частоте (а в некоторых случаях и 
постоянная составляющая тока или напряжения). 

В дальнейшем будет показано, что при сложной форме сигнала 
в нелинейной системе помимо гармоник возникают еще и комбинацион- 
ные частоты, являющиеся результатом взаимодействия отдельных 
частот, входящих в состав сигнала. 

С точки зрения преобразования спектра сигнала следует подчерк- 
нуть принципиальное различие между линейными пара- 
метрическими и нелинейными системами. 
В нелинейной системе структура спектра н коде зависит не только 
от формы входного сигнала, но и от его Импжакиды. В линейной же 
параметрической системе структура спЯмрд Ф\амплитуды сигнала 
не зависит. 
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Особенный интерес для радиотехники представляют свободные 
колебания в нелинейных системах. Подобные колебания называются 
автоколебаниями, поскольку они возникают и могут устойчиво суще- 
ствовать в отсутствие внешнего периодического воздействия. Расход 
энергии при колебаниях в подобных системах компенсируется источ- 
ником энергии постоянного тока. 

Основные радиотехнические процессы — генерация, модуляция, 
детектирование и преобразование частоты — сопровождаются транс- 
формацией частотного спектра. Поэтому осуществление этих про- 
цессов возможно с помощью либо нелинейных систем, либо систем 
линейных, но с изменяющимися параметрами. В некоторых случаях 
используются одновременно как нелинейные, так и линейные пара- 
метрические процессы. Следует, кроме того, подчеркнуть, что нели- 
нейные элементы работают в сочетании с линейными цепями, осуществ- 
ляющими выделение полезных компонентов преобразованного спектра. 
В связи с этим деление систем на линейные, нелинейные 
и параметрические является весьма условным. При ана- 
лизе реальных радиотехнических цепей, содержащих нелинейные 
элементы, обычно для описания поведения различных узлов одного 
и того же устройства приходится применять разнообразные мате- 
матические методы — линейные и нелинейные. 

Следует, кроме того, отметить, что даже в пределах линейного рас- 
смотрения системы методы анализа зависят от типа линейной цепи — 
с сосредоточенными или с распределенными параметрами. Применение 
тех или иных цепей определяется рабочим диапазоном частот. Отсю- 
да ясно, что полная классификация радиотехнических цепей не может 
быть проведена в отрыве от используемых диапазонов частот. 


1.5. ПРОБЛЕМА ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТИ КАНАЛА СВЯЗИ 


Ранее уже отмечалось, что радиотехника занимается передачей 
информации. Комплекс устройств, используемых для передачи ин- 
формации от ее источника до получателя (а также разделяющая их 
среда), образует канал связи. От канала связи требуется по 
возможности полная передача информации. Потери информации могут 
вызываться искажениями сигналов из-за несовершенства отдельных 
элементов канала, а также из-за помех. 

Помехи возникают во всех элементах канала связи, как в среде, 
используемой для передачи сигнала от передатчика к приемнику, 
так и в технических устройствах, выполняющих необходимые преоб- 
разования сигнала. В первом случае помехи называются внеш п и- 
м и, во втором — внутренними. 

Внешние помехи образуются за счет различного рода атмосфер- 
ных явлений (молниевые разряды, электризация частиц за счет тре- 
ния их друг о друга и об антенну ит. д.) и шумов космического про- 
исхождения (радиоизлучение Солнца и звезд) или являются индуст- 
риальными (искрение в токосъемных механизмах, при электросвар- 
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ке, при включении и выключении агрегатов и сетей, при работе систем 
зажигания в двигателях внутреннего сгорания и т. д.). Помехи радио- 
приему создает работа медицинского оборудования — рентгеновских 
установок, физиотерапевтических устройств. Помехи образуются сиг: 
налами от радиоустройств, работающих на близких частотах. Помехи 
могут быть также умышленными, создаваемыми средствами радио- 
противодействия. 

Внутренние (или собственные) шумы, обязанные своим возникно- 
вением дискретной природе заряженных частиц, образуются из-за 
теплового движения этих частиц в элементах электрических цепей, 
из-за дробового эффекта в электронных приборах и ряда других яв- 
лений, имеющих место при работе радиотехнических устройств. Осо- 
бенно сильно действие внутренних шумов проявляется при большом 
усилении сигнала, как это имеет место при приеме слабых сигналов. 
Одновременно с полезным сигналом усиливаются и шумы, которые 
могут по интенсивности оказаться соизмеримыми с сигналом, в ре- 
зультате чего последний окажется частично или полностью. замаски- 
рованным. | 

Наиболее радикальным средством борьбы с помехами является 
их уничтожение или ослабление в месте возникновения. Для этого 
(применительно к источникам индустриальных помех) следует улуч- 
шать состояние контактов, использовать экранирование, включение 
искрогасящих устройств, специальных фильтров и т. д. Устранение 
помех от радиоустройств достигается рациональным размещением 
(распределением) частот, регламентируемым специальными между- 
народными соглашениями, улучшением качества передачи путем умень- 
шения нежелательного (паразитного) излучения, увеличением ста- 
бильности несущей частоты, применением направленных антенн и т. д. 
Все это позволяет в какой-то мере разрешить проблему «тесноты 
в эфире». Следует также по возможности выбирать частотный диапа- 
зон, в котором шумы минимальны. 

Принципиально наиболее сложной является задача ослабления 
собственных шумов, но и здесь можно достичь существенного умень- 
шения их интенсивности путем применения усилительных устройств, 
работающих в режиме глубокого (например, до температуры жидкого 
гелия) охлаждения, в результате чего снижается интенсивность теп- 
лового движения частиц. Тем не менее, несмотря на все эти меры, 
полностью избавиться от помех невозможно. Всегда остаются собст- 
венные шумы той или иной интенсивности, шумы Галактики и других 
источников космического радиоизлучения, атмосферные помехи ит. п. 
Опасность искажений сигнала за счет помех обусловлена тем, что 
в силу случайного характера помех однозначное соответствие приня- 
того сигнала и посланного сообщения нарушается и становится лишь 
более или менее вероятным. Возникают ошибки при приеме — замена 
одного сообщения (того, которое в действительности передано) дру- 
гим возможным, которое в этом случае будет доставлять ложную 
информацию. Таким образом, у получателя сообщений отсутствует 
полная уверенность в достоверности принятого сообщения, прием 
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становится ненадежным. Поэтому центральной проблемой радиотехникн 
была и остается проблема помехоустойчивости связи. Система связи 
должпа быть спроектирована так, чтобы опа обладала способностью 
наилучшим образом противостоять мешающему действию помех. 
Проблема помехоустойчивости радиосвязи включает в себя большое 
число других проблем, охватывающих все разделы радиотехники: 
генерирование мощных колебаний, освоение и выбор волн, обеспечи- 
вающих благоприятные условия распространения, использование 
антенн направленного действия, поиски новых видов радиосигналов 
и новых способов их обработки на фоне помех и др. 

В связи с тем, что любые помехи, как правило, представляют со- 
бой случайные процессы, успешное решение проблемы помехоустой- 
чивости немыслимо без привлечения методов теории вероятностей и 
теории случайных функций. Значение этих методов для радиотехники 
особенно возросло после создания общей теорни связи, которая, по 
существу, есть статистическая теория. 


1.6. ЗАДАЧИ И СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 


Основной задачей курса является изучение физических процессов 
в радиотехнических устройствах и овладение методами математического 
описания этих процессов. 

Содержание курса можно определить как теорию радиосигналов 
и радиоцепей, изучаемую по возможности с позиций теории инфор- 
мации. 

В соответствии с такой постановкой задачи курс включает в себя: 

1. Анализ сообщений и радиосигналов — детерминированных и слу- 
чайных. 

2. Анализ случайных процессов (шумов). 

З. Установление связи между параметрами сигналов и их инфор- 
мационной емкостыо. 

4. Теорию передачи сигналов через радиотехнические цепи. 

5. Развитие теории линейных цепей применительно к радио- 
техническим процессам и преобразованиям (теория систем с обратной 
связью, теория устойчивости линейных систем, теория цепей с задерж- 
кой, теория цепей с переменными параметрами). 

6. Синтез и преобразование сигналов — генерирование колебаний, 
модуляцию, детектирование, преобразование частоты, умножение 
и деление частоты, теорию параметрического возбуждения и усиления 
ит. д. 

7. Изучение статистических явлений в радиотехнических це- 
пях — прохождение шумов совместно с сигналами через линейные 
и нелинеиные звенья канала радиосвязи, преобразование статисти- 
ческих характеристик сигналов и шумов и т. д. 

8. Ознакомление с основными принципами борьбы с помехами 
и повышения помехоустойчивости радиосвязи. 

В данной книге материал расположен в следующем порядке. 
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В гл. 2, Зи 4 изучаются характеристики сообщений и сигналов: 
спектральные, временные и информативные. 

В гл. 5 рассматриваются характеристики радиотехнических цепей, 
содержащих активные элементы. 

Главы 6 и 7 посвящены передаче сообщений и радиосигналов через 
линейные цепи — апериодические и резонансные. В гл. 8 рассматри- 
ваются линейные системы с обратной связью и вопросы их устойчи- 
вости. 

Главы 9—10 посвящены нелинейным‘ цепям и автоколебательным 
системам, а гл. 11 — параметрическим цепям. 

В гл. 12 и 13 изучаются основные принципы осуществления модуля- 
ции и детектирования колебаний, а также преобразования частоты, 
_ав гл. 14 — воздействие гармонической внешней силы на нелинейные 
системы с обратной связью. 

Преобразование случайных сигналов и помех в линейных и нелиней- 
ных системах рассматривается в гл. 15, а основные принципы борьбы 
с помехами — в гл. 16. 


Сигналы 


2.1. КЛАССИФИКАЦИЯ СИГНАЛОВ 


В радиотехнике приходится иметь дело с электрическими сиг- 
налами, которые связаны с передаваемыми сообщениями принятым 
способом кодирования. 

Можно сказать, что электрический сигнал представляет собой фи- 
зический (электрический) процесс, несущий в себе информацию. 
Количество информации, которое может быть передано с помощью 
некоторого сигнала, зависит от основных его параметров; длитель- 
ности, полосы частот, мощности и некоторых других характеристик. 
Важное значение имеет также уровень помех в канале связи: чем 
меньше этот уровень, тем большее количество информации можно пе- 
редать с помощью сигнала с заданной мощностью. Прежде чем говорить 
об информационных возможностях сигнала, необходимо ознакомиться 
с его основными характеристиками. Целесообразно рассматривать 
отдельно детерминированные и случайные сиг- 
налы. 

Детерминированным называют любой сигнал, пара- 
метры и мгновенное значение которого в любой момент времени могут 
быть прелсказаны с вероятностью единица. Примерами детерминиро- 
ванных сигналов могут служить импульсы или пачки импульсов, 
форма, величина и положение во времени которых известны, а также 
непрерывный сигнал с заданными амплитудными и фазовыми соотно- 
шениями внутри его спектра. Детерминированные сигналы могут быть 
подразделены на периодические и непериодиче- 
ские. 

Периодическим называется любой сигнал, для которого 
выполняется условие $(1) = 5(/ + АТ), где «период» Т является конеч- 
ным отрезком, а Е — любое целое число. 

Простейшим периоднческим детерминированным сигналом являет- 
ся гармоническое колебание (ток, напряжение, заряд, напряженность 
поля), определяемое законом! 


$ (#) = А соѕ |2 1%) = Асоз (97 — 4р), (2.1) 
при о </< о. 


1 Здесь © используется для обозначения частот управляющих сигналов 
(сообщений). 
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А, Т, © и ф — постоянные: амплитуда, период, угловая частота 
и начальная фаза колебания. 

Строго гармоническое колебание называют монохромати- 
чески м колебанием. Этот заимствованный из оптики термин под- 
черкивает, что спектр гармонического колебания состоит из одной 
спектральной линии. У реальных сигнамов, имеющих начало и конец, 
спектр неизбежно «размывается». Поэтому строго монохроматического 
колебания в природе не существует. В дальнейшем под гармоническим 
и монохроматическим сигналом условно будет подразумеваться ко- 
лебание, определяемое функцией, совпадающей с выражением (2. ) 
в интервале хотя и конечном, но достаточно большом, чтобы можно 
было не учитывать влияния «концов». 

Любой сложный периодический сигнал, как известно, может быть 
представлен в виде суммы гармонических колебаний с частотами, крат- 
ными основной частоте © = 2л/Т. Основной характеристикой слож- 
ного периодического сигнала является поэтому его спектральная функ- 
ция, содержащая информацию об амплитудах и фазах отдельных гар- 
моник. 

Непериодическим детерминированным сигналом назы- 
вается любой детерминированный сигнал, для которого не выполняется 
условие $(#) = (1 -+ ЕТ). 

Как правило, непериодический сигнал ограничен во времени. 
Примерами таких сигналов могут служить уже упоминавшиеся им- 
пульсы, пачки импульсов, «обрывки» гармонических колебаний и т. д. 
Непериодические сигналы представляют основной интерес, так как 
преимущественно такие сигналы используются в практике. 

Основной характеристикой непериодического, как и периодиче- 
ского сигнала, является его спектральная функция; однако структура 
спектра непериодического сигнала имеет некоторые особенности, ко- 
торые будут подробно рассмотрены далее. 

К случайным сигналам относят функции времени, значения 
которых заранее неизвестны и могут быть предсказаны лишь с неко- 
торой вероятностью, меньшей единицы. Такими функциями являются, 
например, электрическое напряжение, соответствующее речи, музы- 
ке, последовательности знаков телеграфного кода при передаче не- 
повторяющегося текста. К случайным сигналам относится также по- 
следовательность радиоимпульсов на входе радиолокационного при- 
емника, когда амплитуды импульсов и фазы их высокочастотного за- 
полнения флуктуируют из-за изменения условий распространения, 
положения цели и некоторых других причин. Можно привести боль- 
шое число других примеров случайных сигналов. По существу, любой 
сигнал, несущий в себе информацию, должен рассматриваться как 
случайный. Перечисленные выше детерминированные сигналы, «пол- 
ностью известные», информации уже не содержат. 

Для характеристики и анализа случайных сигналов применяется 
статистический подход. В качестве основных характеристик случайных 
сигналов принимают: а) закон распределения вероятностей и 6) спект- 
ральное распределение мощности сигнала. 
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На основе первой характеристики можно найти относительное 
время пребывания величины сигнала в определенном интервале уров- 
ней, отношение максимальных значений к среднеквадратичному (пик- 
фактор) и ряд других важных параметров сигнала. Вторая характе- 
ристика дает лишь распределение по частотам средней мощности сиг- 
нала. Более подробной информации относительно отдельных состав- 
ляющих спектра — об их амплитудах и фазах — спектральная харак- 
теристика случайного процесса не дает. 

Наряду с полезными случайными сигналами в теории и практике 
приходится иметь дело со случайными помехами — «шумами». Как 
уже упоминалось выше, уровень шумов является основным фактором, 
ограничивающим скорость передачи информации при заданном сиг- 
нале. Поэтому изучение случайных сигналов неотделимо от изучения 
шумов. Эти вопросы рассматриваются в $ 3.1 —3.2. 


2.2. РАЗЛОЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО СИГНАЛА 
ПО ЗАДАННОЙ СИСТЕМЕ ФУНКЦИЙ 


Для теории, а также для техники формирования и обработки сиг- 
налов важное значение имеет разложение заданной функции по раз- 
личным ортогональным системам функций. Напомним основные оп- 
ределения, относящиеся к свойствам ортоговальных систем. 

Бесконечная система действительных функций 


Фо (х), Фі (х), Фо (х), ..., Ф, (5), ... (2.2) 
называется ортогональной на отрезке [а, 2], если 


Б 
Ф, (х) фи (х) 4х = 0 при п=5 т. (2.3) 
При этом предполагается, что 


о 


{2 (х) ак 50, (2.4) 


а 


т. е. что никакая из функций рассматриваемой системы (2.2) не равна 
тождественно нулю. 
Условие (2.3) выражает попарную ортогональность функций си- 


стемы (2.2). 
Величина 


асы 
|, [== и \ фа (х) ах (2.5) 


называется пормой функции фр, (х). 
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Функция Фф, (х), для которой выполняется условие 
Й 


Фф, = {фа (х) х= 1, (2.6) 


а 


называется нормированной функцией, а система нормирован- 
ных функций Ф:(х), ф(х), .., в которой каждые две различные функции 
взаимно ортогональны, называются ортонормированной 
системой. 

В математике доказывается, что если функции ф„(х) непрерывны, 
то произвольная кусочно-непрерывная функция (х), для которой 
выполняются условия 


ИСО ас < оо, (2.7) 
может быть представлена в виде суммы ряда 
НХ) = со Фо (х) + с! (0) +... с, ф, (х)... (2.8) 


Интегралы в выражениях (2.7) вычисляются по области (или от- 
резку) определения (х). 
Если коэффициенты этого ряда определены по формуле 


б 
{Ро Фа (х) ах 5 
с = | о Ф (х) ах, (2.9) 
Р | Фа || 
[Ф (х) ах а 


то ряд (2.8) называется обобщенным рядом Фурье по данной системе 
Фл (х). 

Обобщенный ряд Фурье обладает следующим важным свойством: 
при заданной системе функций Фф, (х) и при фиксированном числе сла- 
гаемых ряда (2.8) он обеспечивает наилучшую аппроксимацию (в смыс- 
ле минимума среднеквалратичной ошибки) данной функции /(х). 

Это означает, что «средняя квадратичная ошибка», под которой 


подразумевается величина 
5 г. п 2 
М =| | 0- 5 а,Ф, 7) ах, 


достигает минимума, когда коэффициенты ряда а, = с, 
Можно показать. что 
11 


п 2 
Мни ы \ | (х) ше су Фу | ах = 


а 


4 й 
= {Р ) ах а суф, |2. (2.10) 
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Так как величина 
Б 


(2 о) ах = 17Р 


является квадратом нормы функции 1] (х), а Муии > 0, то на осно- 
вании (2.10) можно написать следующее неравенство: 


У, аф, РІЛ о 


Это основное неравенство, называемое неравенством Бес- 
сел я, справедливо для любой ортогональной системы. 

Ортогональная система называется полной, если увеличением 
количества членов в ряде среднеквадратичную ошибку М можно сде- 
лать сколь угодно малой. 

Условие полноты можно записать в виде соотношения 


Ў су |, [2 = И. (2.19) 
При выполнении этого условия можно считать, что ряд (2.8) схо- 


дится в среднем, т. е. что 


П -» оо 


іт ло $ с,Ф, |. Ах = 0. (2.13) 


Из этого, однако, еще не следует, что Хе, ф., (х) сходится к / (х), 


т. е. Что 


макс 


Р(х) д с, ф, (х) |= 


при любых значениях х. В $ 2.4 будет приведен пример, показывающий, 
оо 

что в отдельных точках на оси х ряд Ў суф,(х) может отличаться от 
У =0 


(Хх), хотя равенство (2.13) имеет место. 

Для системы функций, принимающих комплексные значения, при- 
веденные выше определения обобщаются следующим образом: 

— условие ортогональности 


б 
{Фф (х) Фи (х) ах = 0 при п= т; (2.137) 


а 


— квадрат нормы функции ф, (х) 
Га] 


12] 
Ге =} Фа б) Фа б) ах (рф, (0) Ра; (2.5) 
26 


— коэффициенты Фурье 


Св = 


| (х) Ф; (х) ах. (2.97) 


| Фо 


В этих выражениях Фф* (х) обозначает функцию, комплексно-сопря- 


женную функции ф(х). 
Применительно к сигналам 5(/), являющимся функциями времени, 


выражение (2.8) в дальнейшем будет записываться в форме 
п 
(0) = 2 сф, (0). _ (2.14) 


Соотношение (2.12) приобретает при этом энергетический смысл. 
Действительно, входящая в это выражение величина ||} || при замене 
Кх) на $(#) может быть записана в форме 

г, 
[ер з" (0) 01 — Е. (2.15) 
з 

Если под 5(Г) подразумевается электрическое колебание (ток, 
напряжение), то Е есть не что иное, как энергия сигнала в промежутке 
і, — (при условии, что сопротивление, в котором выделяется энер- 


гия, равно | ом). 
Таким образом, в соответствии с формулой (2.12) энергия сигнала 


Е У, (2.16) 
а при использовании ортонормированной системы функций ф,(й) 


Е= У, сё. (2.16') 


у=] 
При этом имеется в виду, ЧТО промежуток времени 4) — ў, В КО- 
тором определяется энергия В, является интервалом ортогональности 


для системы функций ф,(2). 
Очевидно, что средняя за время [ — Ай мощность 


сигнала 


тутт Й Е ЕЁ 1 ыы 2 
ет У Р (2.17) 


Выбор наиболее рациональной ортогональной системы функций 
зависит от цели, преследуемой при разложении сложной функции 
в ряд. Среди разнообразных задач, требующих разложения сложного 
сигнала, можно выделить два важных направления: 

а) точное разложение напростейшие ортогональные 
функции, 
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6) аппроксимация сигналов, процессов или характеристик, когда 
гребуется свести к минимуму число членов ряда (при заданной допу- 
стимой погрешности}. 

При первой постановке задачи наибольшее распространение 
получила ортогональная система основных тригонометрических функ- 
ций — синусов и косинусов. Это объясняется рядом причин. Во- 
первых, гармоническое колебание является простейшей функцией, 
определенной при всех значениях {, и не поддается дальнейшему раз- 
ложению в спектр. Во-вторых, гармоническое колебание является един- 
ственной функцией времени, сохраняющей свою форму при прохож- 
дении колебания через любую линейную систему (с постоянными па- 
раметрами). Изменяется лишь амплитуда и фаза колебания. 

Далее, разложение сложного сигнала по синусам и косинусам поз- 
воляет использовать символический метод, разработанный для ана: 
лиза передачи гармонических колебаний через линейные цепи. 

По этим, а также и другим причинам, гармонический анализ по- 
лучил широкое распространение во всех отраслях современной науки 
и техники. 

При второй постановке задачи — приближенном разложении функ- 
ций — применяются разнообразные ортогональные системы функций: 
полиномы Чебышева, Эрмита, Лагерра, Лежандра и многие другие. 
Некоторые из этих систем функций будут кратко рассмотрены в $2.15. 

Основное внимание в данной книге уделяется гармоническому 
анализу, лежащему в основе теории сигналов и цепей. 


2.3. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


При разложении периодического сигнала $(1) в ряд Фурье по три- 
гонометрическим функциям в качестве ортогональной системы берут 


1, соѕ ©, {, ѕіп 0, Ё соѕ 20, {, ѕіп20, {,..., соѕи9, & ѕіпио, {,... (2.18) 


ИЛИ 
еМ 2—29, д е--{9, і 1, еі; А еі2®, К. СА (2, 19) 


Интервал ортогональности в обоих случаях совпадает с периодом 
Т = 21/0, функции 5(А. 

Система функций (2.18) приводит к тригонометрической форме 
ряда Фурье, а система (2.19) — к комплексной форме. 

Между этими двумя формами существует простая связь. 

Воспользуемся сначала ортогональной системой (2.19). Тогда ряд 
Фурье должен быть записан в форме 


= Ў; а Я (2.20) 


п=— 00 


Коэффициенты Фурье с, легко определяются с помощью формул, 
приведенных в предыдущем параграфе. 
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Из формулы (2.5') следует, что 
Т/2 


[фр | ета, геи 144 -=Т. (2.21) 


—7/2 


Таким образом, независимо от ли норма | Ф, (21—77. Применяя 
формулу (2.9’), получаем 
т/2 
ее [етага (2.22) 


—7/2 


В выражениях (2.21) и (2.22) учтено, что функции е^: соот- 
ветствует комплексно-сопряженная функция е-/"°; (. 

Коэффициенты с, в общем случае являются комплексными вели- 
чинами. Подставив в (2.22) е^: # = соѕ п. — і ѕіп по, Ё, получим 


Г/2 
„= $ (1) соѕ п, 84 — 
—1Г/2 
772 
—} 2 | 5 (0) ѕіп по, а = с іса. (2.93) 
РЕ. 


Косинусная (действительная) и синусная (мнимая) части коэффи- 
циента с, определяются формулами 


Г/3 
= = | $ (2) соѕ ло, #4, 
10 | (2.24) 


Т/2 
{ в (1) ти, а. 
—Т/2 


| 
= 


Коэффициенты с, часто бывает удобно записывать в форме 


Ср = |с, |е‘, (2.25) 
где 
|с, [= сле с5. 3 (2.26) 
р, = агсіс 2%. (2.27) 
Са | 


Модуль | сп | является функцией, четной относительно п, а аргумент 
р, — нечетной (последнее вытекает непосредственно из выражений 
(2.24), показывающих, что с», является четной, а с», нечетной функ: 


циями п). 
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Общее выражение (2.20) можно привести к виду 


(= У [о |е’ (91%. (2.98) 


п=— 


Теперь нетрудно перейти к тригонометрической форме ряда Фурье. 
Выделив из ряда (2.28) пару слагаемых, соответствующую какому- 
либо заданному значению п = А, получим для ее суммы: 


|с, | е (0011—00) +. с, [е И = 
== [сн | [6.081290 ее’ (0 90] = 2| с» | с03 (#9, рь). (2.29) 


м 


И» 


Рис. 2.1 


Отсюда видно, что при переходе к тригонометрической форме 
ряд (2.28) должен быть записан следующим образом: 


30 =, +5 2 |с, |[соѕ (по, —%,). (2.30) 


Смысл удвоения коэффициентов Фурье с, в тригонометрическом 
ряду при и >> 1 становится ясным из рассмотрения векторной диаграм- 
мы (рис. 2.1), соответствующей выражению (2.29). Вещественная функ- 
ция 2 |с, | соѕ(51/—1%ф,) получается как сумма проекций на горизон- 
тальную ось ОВ двух векторов длиной | с» |, вращающихся с угловой 
частотой А9; во взаимно противоположных направлениях. Вектор, 
вращающийся против часовой стрелки, соответствует положительной 


30 


частоте, а вектор, вращающийся по часовой стрелке, — отрицатель- 
ной частоте. После перехода к тригонометрической форме понятие 
«отрицательная частота» теряет свой смысл. Коэффициент со не удваи- 
вается, так как в спектре периодического сигнала составляющая с ну- 
левой частотой не имеет «дублера». 

Вместо выражения (2.30) в математической и радиотехнической 
литературе часто встречается следующая форма записи: 


5 (2) = тр У (а, с03 ИО, 1+6, зт п, й) = 


п=1 


— а + рэ А, соѕ (О. —%},). (2.31) 


п = 


Рис. 2.2 


Из сопоставления выражений (2.81) и (2.30) видно, что комплекс- 
ная амплитуда п-й гармоники А, связана с коэффициентом с, ряда 
(2.28) соотношением А, = 26,, а а, =20,,, 6, = 2с,,. 
Таким образом, для всех положительных значений п (включая 
и п = 0): 
з 0% | 
а | $ (1) с0$ и. ЕЁ, 
174 (2.32) 
Тр 
2 | Р | 

„= СЕТ по, Ёй. 


ке га 


а 


п 


Если сигнал представляет собой функцию, четную относительно ѓ, 
т. е. (7) = 5(—2), в тригонометрической записи ряда остаются только 
косинусоидальные члены, так как коэффициенты б, в соответствии 
с формулой (2.32) обращаются в нуль. Для нечетной относительно # 
функции $(/), наоборот, в нуль обращаются коэффициенты а, и ряд со- 
стоит только из синусоидальных членов. 

Две характеристики — амплитудная и фазовая, т. е. модули и ар- 
гументы комплексных коэффициентов ряда Фурье, полностью опре- 
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деляют структуру частотного спектра периодического сигнала. На- 
глядное представление о «ширине» спектра дает графическое изобра- 
жение спектра амплитуд. В качестве примера на рис. 2.2, а построен 
спектр коэффициентов | с» |, а на рис. 2.2, 6 — спектр амплитуд А, = 
= 2 |с, | для одного и того же периодического сигнала. Для исчерпы- 
вающей характеристики спектра подобные построения должны быть 
дополнены заданием начальных фаз отдельных гармоник. 

Спектр периодической функции называется линейчатым или 
дискретным, так как состоит из отдельных «линий», соответ- 
ствующих дискретным частотам: 0, ©:, ©, = 20, О, = 30; ит. д. 

Использование рядов Фурье для гармонического анализа сложных 
периодических сигналов в сочетании с принципом наложения пред- 
ставляет собой эффективное средство для изучения влияния линейных 
систем на прохождение сигналов. Следует, правда, отметить, что оп- 
ределение сигнала на выходе системы по сумме гармоник с заданными 
амплитудами и фазами является непростой задачей, особенно если не 
обеспечивается быстрая сходимость ряда Фурье, представляющего 
сигнал. Наиболее распространенные в радиотехнике сигналы не от- 
вечают этому условию, и для удовлетворительного воспроизведения 
формы сигналов обычно необходимо суммировать большое число гар- 
моник. Следует поэтому считать, что в случае сложных периодических 
сигналов применение методов ряда Фурье удобнее для анализа сигна- 
лов, нежели для их синтеза. 


2.4. СПЕКТРЫ ПРОСТЕЙШИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


Рассмотрим несколько примеров периодических сигналов, часто исполь- 
зуемых в различных радиотехнических устройствах, 


1. Прямоугольное колебание (рис. 2.3) 


Подобный сигнал, часто называемый «меандром»?, находит широкое приме- 
нение в измерительной технике. 

При выборе начала отсчета времени по рис. 2.3,а функция е(8 является не- 
четной. Применяя формулы (2.24), находим: 


Спе == 0, 
Т/2 


1 
= р ѕіп О, ВЕ == 
Т (то, 
= 7/2 


Сп 


! Трудности, связанные с осуществлением синтеза сигналов по заданным 
рядам Фурье, в значительной степени могут быть преодолены с помощью подроб- 
ных таблиц сумм тригонометрических рядов, а также с помощью правил для пе- 
рехода от сумм одних рядов к суммам других, разработанных А. М. Заездным 
(см. Заездный А. М. Гармонический синтез в радиотехнике и электросвязи. Гос- 
энергоиздат, 1961). 


2 Меандр — греческое слово, обозначающее орнамент, 


82 


0 7/2 

Ё 28 оТ 

-5 \ (— Пзшле@ ца + \ р пе ). 
—Т/2 0 


Учитывая, что ТО; = 2л, получаем 


0 при п = 0, 2: Ф аазы 


Е 
Спа = — (1 — соѕ пл) = { 28 
З пл првп= 1, 3, 5 .... 


Начальные фазы фи в соответствии с (2.27) равны 7/2 для всех гармоник. 
Запишем ряд Фурье в тригонометрической форме: 


[9] 


—Ҹ л 
ё (1) = Ў, 2 | бп; | С0$ (= ->)= 
п=1. 3, 5 
4Е |. 5 ‚ВР 
= (ооа озо с мови +... (2.33) 


Спектр коэффициентов | сл | комплексного ряда Фурье (при Ё =з 1) показав 
на рис. 2.4, а, а тригонометрического ряда — на рис. 2.4, 6 

При отсчете времени өт середины импульса (рис. 2.3, 6) функция является 
четной относительно Ёи для нее 


4Е 1 і 
г (1) = — [| соѕ Ор — соѕ 301/4 — воѕ 60.1 — т (2.34) 
д 3 5 / 


Графики первой (п == 1) и третьей (п == 8) гармоник и их суммы изображены 
на рис. 2.5, а. На рис. 2.5, 6 эта сумма дополнена пятой гармоникой, а на 
рис. 2.5, в — седьмой гармоникой. 

С увеличением числа суммируемых гармоник сумма ряда приближается 
к функции е(1) всюду, кроме точек разрыва АЛИ, где образуется выброс. 
При п -> оо величина этого выброса равпа 1,18 Е, т. е. сумма ряда отличается 
от заданной функции на 18%. Этот дефект сходимости в математике получил на- 
звание «явления Гиббсаз. 


83 


84 


ЕТЕ 
ајә 


2. 22 
Ж. т 
77 752 
-71$2-69-5%;452:3%-29;9, 0 9, 28,3%,49, 59, 69,750, ® 
а) 


0 9, 29.39, ‘я 54, 680,752, $2 


Рис. 2.4 


Несмотря на то, что в рассматриваемом случае ряд Фурье не сходится к раз- 
лагаемой функции е(1) в точках ее разрыва, ряд сходится в среднем, поскольку 
при и — оо выбросы являются бесконечно тонкими и не вносят никакого вклада 
в величину интеграла (2.13). 


2. Пилообразное колебание (рис. 2.6) 


С подобными функциями часто приходится иметь дело в устройствах для 
развертки изображения в осциллографах. Так как эта функция является нечет- 
ной, ряд Фурье для нее содержит только синусоидальные члены. С помощью 
формул (2.24) — (2.31) нетрудно определить коэффициенты ряда Фурье. Опус- 
кая эти выкладки, напишем окончательное выражение для ряда 


у. 1... 
е (#) = ха (о 91 — ты 2 + 


1 1 
+37812 391 — Е ѕіп 481 --.. 2 (2.35) 


Рис. 2.6 Рис. 2.7 


Как видим, амплитуды гармоник убывают по закону Им, где и = 1, 2, 3, 
На рис. 2.7 показан график суммы первых пяти гармоник. 


3. Последовательность униполярных треугольных импульсов (рис. 2.8). 


Ряд Фурье для этой функции имеет следующий вид: 


Е 4 1 1 
е({) = — | — — — | соѕ 017 4- — соѕ 30, і +4 —— соѕ 50,1 4- ыы (2.36) 
л л 32 53 


е(1) 


5/7 0 ИИ Г 
Рис. 2.8 
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На рис. 2.8 изображена сумма первых трех членов этого ряда. В данном слу- 
чае отметим более быстрое убывание амплитуд гармоник, чем в предыдущих при- 
мерах. Это объясняется отсутствием разрывов (скачков) в функции. 


4. Последовательность униполярных прямоугольных 
импульсов (рис. 2.9) 


Применяя формулы (2.32), находим среднее значение («постоянную состав- 
ляющую») 


“и/ 


2 = В а (2.37) 
Ти/ 
и коэффициент и-й гармоники 
ти /2 
аһ = = т 2а т. (2.38) 
—ти/2 


«Т -1,/2 0 А | Т & 


Рис. 2.9 


Г.т. 
1929 ж = чт $2 
7 1 т Т 
я я 
Рис. 2.10 
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Ввиду четности функции е (1), 6, = 0 н Аи = ап. 
Таким образом, 


т 2 ҹә 1 по, т 

| Ти — ў Тр №. 1 а 

е (:) = Е т т, а ѕіп о соѕ по; Її |. (2.39) 
п = 


Величина № = Т/ти называется «скважностью» импульсной последователь: 
ности. При больших значениях № спектр сигнала содержит очень большое чис: 
ло медленно убывающих по амплитуде гармоник (рис. 2.10). Расстояние между 
спектральными линиями очень мало, а амплитуды соседних гармоник близки по 
величине. Это наглядно вытекает из формулы (2.38). которую в данном случае 
удобно представить в несколько измененном виде: 


2 п пи | 
че ("== | 


Гав |= Аз = — 
п п лл 
При малых значениях п можно считать 


2Е 2 
РР. Е 29 (2.40) 


п ял А Т 


а, Ти 
Постоянная составляющая, равная 9 = Ёт, вдвое меньше, чем амплиту- 
да первой гармоники. При построении спектра коэффициентов |сп |, величина 
со приближенно равнялась бы |е; |. 


2.5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МОЩНОСТИ В СПЕКТРЕ 
ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Пусть сигнал $(2) (ток, напряжгние) представляет собой сложную 
периодическую функцию времени с периодом Т. 

Энергия такого сигнала, длящегося от ѓ = —оо до [= оо, беско- 
нечно велика. Основной интерес представляет средняя мощность пе- 
риодического сигнала и распределение этой мощности между отдель- 
ными гармониками сигнала. Очевидно, что средняя мощность сигнала, 
рассматриваемого на всей оси времени, совпадает с мощностью, сред- 
ней за один период Т. Можно поэтому воспользоваться формулой (2.17), 
в которой под коэффициентами с, следует подразумевать коэффициенты 
ряда (2.20), под интервалом ортогональности Ёз — ћ — величину 
периода Т, а под нормой || Ф, || — величину УТ [см. формулу (2.21) |. 

Таким образом, средняя мощность периодического сигнала 


20 У 1, РТ= У |с, (2.41) 


п = —00 п==—-00 


При использовании тригонометрической формы ряда Фурье, учи: 
тывая, что су = а,/2 и [с | = А, /2, получаем 


я (56) +2 У 8) (96) +5 х А. 0.40) 
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Если 5(1) представляет собой ток (2), то при прохождении его через 
сопротивление г выделяется мощность (средняя): 


Р=г-.Й (0 = [0 а а 
(2) аза 0 И 


Символом Ї џ = а/2 обозначена постоянная составляющая, а /, = 
= А, — амплитуда /-й гармоники тока /(2). 

Итак, полная мощность равна сумме средних мощностей, выделя- 
емых по отдельности постоянной составляющей /, и гармониками 
(с амплитудами /1, /5 ит. д.). Это означает, что средняя мощность не 
зависит от фазировки отдельных гармоник. 


2.8. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


Изложенный в $ 2.3 гармонический анализ периодических сигналов 
нетрудно распространить на непериодический сигнал. Пусть такой 
сигнал $(1) задан в виде некоторой функции, отличной от нуля в про- 
межутке й, і (рис. 2.11). 


Рис. 2.11 


Выделив произвольный отрезок времени 7, включающий в себя 
промежуток й, #5, мы можем представить заданный сигнал в виде ряда 
Фурье: 


(= Ў] се": 0</<Т, (2.43) 


п == — 00 


где = 2л/Т, а коэффициенты с, в соответствии с формулой (2.22) 
2, 
и = | $ (бе в, га}, (2.44) 
й, 
Подставив (2.44) в (2.43), получим 


оо 2. 
5()= У (водена ета, О<1<Т. (2.45) 
д 


п=— 00 і, 


Здесь учтено, что Т = 2л! ©. 
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Вне промежутка 0, Т ряд (2.43) определяет функцию $(7) == $(? = 
+ АТ), где ё — целое число, т. е. периодическую функцию, получен: 
ную повторением 5(4) вправо и влево с периодом Т. Для того чтобы вне 
отрезка 0, Т функция равнялась нулю, величина Т должна быть 
бесконечно большой. Но чем больше отрезок Т, выбранный в качестве 
периода, тем меньше коэффициенты с,. Устремляя Т к бесконечности, 
в пределе получаем бесконечно малые амплитуды гармонических со- 
ставляющих, сумма которых изображает исходную непериодическую 
функцию $(/), заданную в интервале й < і < /, (рис. 2.11). Количество 
гармонических составляющих, входящих в ряд Фурье, будет при этом 
бесконечно большим, так как при Т-> оо основная частота функции 
О: = 2л/Т->0. Иными словами, расстояние между спектральными 
линиями (см. рис. 2.2), равное основной частоте 91, становится бес- 
конечно малым, а спектр — сплошным. 

Можно поэтому в выражении (2.45) заменить ©, на 4%, пФ, на 
текущую частоту ©, а операцию суммирования — на операцию интег- 
рирования. 

Таким образом приходим к двойному интегралу Фурье: 

г, 


(= = Б В 8 (х)е— {2х | 19. (2.46) 


1, 


Внутренний интеграл, являющийся функцией ©, 
г, 
$ (9) = | 5 (0) е2 4, (2.47) 
1, 
называется спектральной плотностью или спек- 
тральной характеристикой функции $2). 

В общем случае, когда пределы й и #ѓ› не уточнены, спектральная 
плотность записывается в форме 


5 (9) = | фею, Селу 


00 
\ 


После подстановки (2.48) в выражение (2.46) получаем 


(2) — | $ (О)егш 40, (249) 


Выражения (2.48) и (2.49) называются соответственно прямым 
и обратным преобразованиями Фурье. 

Выражение (2.48) отличается от (2.22) только отсутствием множи- 
теля 1/Т. Следовательно, спектральная плотность $(5) обладает все- 
ми основными свойствами коэффициентов с, комплексного ряда Фу- 
рье. По аналогии с (2,23) и (2.24) можно написать 


$0 = (0) —18 (©) = 5 (0)е–-% ©, (2.50) 
ек: 39 


где 


4 (0) == { $ (#) соѕ ОЈ Е, 
Их (2.51) 


оо 


В(9) = |} 800) хіп ОР а. 


— оо 


Модуль и аргумент спектральной плотности определяются выра: 
жениями 


5 (0) = у [4(9)2--18 (ФР, (2.52) 
$ (9) =агсів тт | (2.53) 


Первое из этих выражений может рассматриваться как ампли- 
тудно-частотная, а второе — как фазо-частотная характеристика 
сплошного спектра непериодического сигнала $(1). 

Как и в случае ряда Фурье, 5(5) является четной, а ($2) — нечет- 
ной функцией частоты 

На основании формулы (2.50) нетрудно привести интегральное 
преобразование (2.49) к тригонометрической форме. Имеем 


50 == [509 еі (9:0) 40 = -- | 5 (2) со (0—4) 404 


+2 [5 09) ғ (9—1) 40, 


Из четности модуля и нечетности фазы следует, что подынтеграль- 
ная функция в первом интеграле является четной, а во втором нечет- 
ной относительно ©. Следовательно, второй интеграл равен нулю, 
и окончательно 


(2) = -- (Е соѕ (1—6) 49 = 


а — | $ (©) соз (0—4) 40, (2.54) 
() 


Переход от комплексной формы (2.49) к тригонометрической (2.54) 
обычно целесообразен в конце анализа; все промежуточные выкладки 
при применении интеграла Фурье удобнее и проще производить на 
основании комплексной формы (2.49). 

Из сопоставления выражений (2.49) и (2.20) видно, что величина 


еа 8 (2)4® = 8(0)аҒ имеет смысл коэффициента с, (бесконечно 
малого) комплексного ряда Фурье при частоте © == 2л2. 
40 


Соответственно из сопоставления выражений (2.54) и (2.31) видно, 
что величина -5(9)49 =28(0)4Е имеет смысл амплитуды А, (бес- 


конечно малой) гармонической составляющей частоты © = 9лР. 

Из этих сопоставлений становится ясным смысл термина «спект. 
ральная плотность». 25(52) есть амплитуда сигнала, приходящаяся 
на один герц в бесконечно | НЫ полосе частот, включающей в себя 
рассматриваемую частоту %. 

На основании приведенных выше рассуждений нетрудно устано- 
вить соотношение между спектрами одиночного импульса и периоди- 
ческой последовательности импульсов. 

Пусть задан спектр 51(9) одиночного импульса $; (1) и период повто- 
рения Т. Как уже отмечалось выше, спектральная плотность $!:(9) 
[формула (2.48) | отличается от коэффициента с, ряда Фурье периоди: 
ческой последовательности только отсутствием множителя 1/7 [см. фор- 
мулу (2.22) 1. Отсюда следует, что при повторении импульса $;(/) с пе- 
риодом Т коэффициенты с» ряда Фурье для полученной периодической 
последовательности равны 


= $: (9) 


Ж = (2.55) 


причем аргумент © спектральной плотности $1() должен быть при- 
равнен частоте п, соответствующей гармоники. 
Таким образом, 


Я. Е а =. = $, (п9). (2.56) 


Итак, модуль спектральной плотности одиночного импульса и огибаю- 
щая линейчатого спектра периодической последовательности полу» 
ченной путем повторения заданного импульса, совпадают по форме 
и отличаются только масштабом. 


2.7. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ 


Между сигналом 5(#) и его спектром $() существует однозначное 
соответствие. Для практических приложений важно установить связь 
между преобразованием сигнала и соответствующим этому преобра- 
зованию изменением спектра. Из многочисленных возможных преоб- 
разований сигнала рассмотрим следующие наиболее важные и часто 
встречающиеся: сдвиг сигнала во времени, изменение масштаба вре- 
мени, дифференцирование и интегрирование сигнала. Кроме того, 
будут рассмотрены сложение сигналов, произведение и свертка двух 
сигналов, а также свойства взаимной обратимости © и Ё в преобразо- 


ваннях Фурье. 
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1. Сдвиг сигнала во времени 


Пусть сигнал $1(1) произвольной формы существует на интервале 
времени от / до #, и обладает спектральной плотностью 8!1(9). При 
задержке этого сигнала на величину 2, (при сохранении его формы) 
получим новую функцию времени 


(= — №), 


существующую на интервале от 4, - {5 до Ёз -| #5. 
Спектральная плотность сигнала $(1) в соответствии с (2.48) 


20 НЮ 
5,09) = | 9 (0е–/0 01 \ (ей а, 
0 +1 


Вводя новую переменную интегрирования т = ѓ — #, получаем 
і, 
$, (9) = е ‘8% | $1 (т) е9 дт =е-" $; (©). (2.57) 


1 


Из этого соотношения видно, что сдвиг во времени функции $(# 
на величину - #, приводит к изменению фазовой характеристики спект- 
ра (52) на величину 25. Очевидно и обратное положение: если всем 
составляющим спектра функции 5$(1) дать фазовый сдвиг Ф(9) = 
= ОА, линейно связанный с частотой ©, то функция сдвигается 
во времени на величину +. 

Амплитудно-частотная характеристика спектра (т. е. модуль спек- 
тральной плотности) от положения сигнала на оси времени не зависит. 


2. Изменение масштаба времени 


Пусть сигнал $1(й), изображенный на рис. 2.12 сплошной линией, 
подвергся сжатию во времени. Новый, сжатый сигнал $›(1) (пунктир- 
ная кривая на рис. 2.12) связан с исходным сигналом 51(#) соотно- 
шением 


в, (0) = 8; (п). 


Длительность импульса $2(#) в п раз меньше, чем у исходного им- 
пульса, и равна 7/и (п > 1). 
Слектральная плотность сжатого импульса 
Ри Туп 
5,09) == \ (ели (\ в, (аео й, 
0 


0 


Вводя новую переменную интегрирования т = иі, получаем 
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одического контура. Остается еще найти изоколину горизонтальных 
касательных (т. е. при А = 0) и изоклину вертикальных касательных 
(при А = оо). 

Подставляя в уравнение (10.79) Е = 0, находим уравнение изо- 
клињы горизонтальных касательных 


2 
90 


=——х. . 10.81 
у с (10.81) 
Изоклиной вертикальных касательных (А = оо) является прямая 
у = 0. х = 0, т. е. ось х. Этот результат совпадает с отмеченным выше 
свойством б). 


Рис. 10.44 Рис. 10.45 


Основываясь на полученных результатах, рассмотрим фазовые 
портреты для системы, описываемой уравнением (10.76), при раз- 
личных соотношениях между с и 0. 


1. Алериодическая система; а/оо> І. 


В соответствии с выражением (10.80) угловой коэффициент изокли- 
ны — интегральной кривой, равен 


охала + У а? 02 = —@а- 5. 
Таким образом, имеются две такие прямые (рис. 10.45): 
у= —(&— 6) х— прямая С 


у== —(а-- 6) х— прямая ШР. 
` Кроме того, нам известна определяемая уравнением (10.81) прямая 


(которую обозначим через А), являющаяся изоклиной горизонталь- 
ных касательных, и, наконец, известно, что ось абсцисс является пря- 
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Но интеграл в правой части этого выражения есть не что иное, как 
спектральная плотность исходного сигнала $1(1 при частоте О/п, 
т. е. $1(8/н). 

Таким образом, 


$. (9) = = $; (5) | (2.58) 


Рис. 2.12 


Итак, при сжатии сигнала в и раз на временной оси во столько же раз 
расширяется его спектр на оси частот. Модуль спектральной плот- 


ности при этом уменьшается в и раз. 
Очевидно, что при растягивании сигнала во времени (т. е. при 


п < 1) имеет место сужение спектра и увеличение модуля спектраль- 
НОЙ плотности. 


3. Дифференцирование и интегрирование сигнала 


Опуская строгие доказательства, ограничимся простыми рассуж- 


дениями. 
Дифференпирование сигнала $(#) можно рассматривать как почлен- 


ное дифференцирование всех гармонических составляющих, входящих 


в его спектр. 
Общий вид гармонической составляющей сигнала $(/) при частоте © 


можно представить в форме 
1 
— 5: (2) 40 |е‘, 
2л 
Заключенную в квадратные скобки величину можно рассматривать 


как амплитуду колебания в полосе 4®. [Сравнить выражения (2.49) 


и (2.20).] 
Дифференцирование по времени / дает 


16 Е 8,09) 29| еѓ91, 
2л 


Следовательно, спектральная плотность производной 45(1)/4{ равна 


$, (0) = $, (9). (2.59) 
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Аналогично, спектральная плотность интеграла {500 АЁ равна 


5, (©) = = 8,00). (2.60) 


4. Сложение сигналов 


Так как преобразование Фурье, определяющее спектральную плот- 
ность заданной функции времени, является линейным преобразова- 
нием, то очевидно, что при сложении сигналов 51(1), $2(1) ит. д., обла- 
дающих спектрами $:(5), 5.(0) и т. д., суммарному сигналу $(2) == 
= 51(/) +5>(0) |... соответствует спектр (5) = $:(%) + $2(%) +... 


5. Произведение двух функций 


Пусть рассматриваемый сигнал 5(1) является произведением двух 
функций времени /(/) и 2(2). 
Применив общую формулу (2.48), определим спектр сигнала $(1): 


500) = | зфеиш= | Гдафе-® а. (9.61) 


Каждую из функций [(4) и &(2) можно представить в виде интеграла 
Фурье: 


22. | Е (©) в! 49; 
2п 


ее. 0 ( 191 
200 == | С (О) ег 49), 


-~0оо 


Подставляя в (2.61) второй из этих интегралов, получаем 


$) = де \ @(фе ах= 


—0оо — 00 


=> \ ба) | лое- 9-0 а ах. 


Заключенпый в квадратные скобки интеграл представляет собой 
спектральную плотность функиии [( при частоте 9 — х, т. е. 
Е(9 — х). 

Следовательно, 

еб 


$©) == \ С (х) Е(О х) ах. (2.62) 
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Итак, спектр произведения двух функций рл ло и 2(8) равен 
(с коэффициентом, 1/2л) свертке их спектров Ё(©) и 

Из выражепий (2.61) и (2.62) в частном случае т = 0 вытекает 
следующее равенство: 


гада = со) Р(х) ах. 


—00 
Заменяя в последнем выражении х на ©, получаем 


с0а = { с) -9)0 = 
ге ре 
вы — } СОО) (9) а, (2.63) 


——00 


где 2*(52) = Е(—%9) — спектральная функция, комплексно-сопря- 
женная функции Ё(0). 

Совершенно аналогично можно показать, что свертке двух функций 
_ времени /(1) и 8(1) 

оо 
50) = ада 

соответствует спектр $(52), являющийся произведением исходных спект- 
ров Р(2), 0(0), так что 


оо 
\ (т) т) ат = т Е (©) 6 (О) ег 20, (2.64) 
вые к. 

Псследнее выражение особенно широко используется при анализе 
передачи сигналов через линейные цепи. В этом случае функции вре- 
мени { (4) и 5(1) имеют смысл соответственно входного сигнала и импульс- 
ной характеристики цепи (см. $ 6.3), а (9) и @(8) — спектральной 
плотности сигнала и передаточной функции цепи. Этот вопрос под- 
робно рассматривается в гл. 6 


6. Взаимная обратимость © и # 
в преобразованиях Фурье 


Обратимся к общему выражению {2.48) и выясним характер функ- 
ции 5(0) для различных функций $(#). 

а) Пусть $(!) есть функция, четная относительно #. Переписав вы-. 
ражение (2.48) в вид 


со [+ . 
5 (9) \ (0) соѕ 9/41 — і \ 50) зіп 9а, 
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убежлаемся, что при четности $(#) второй интеграл равен нулю, так 
как произведение 5(/) ѕіп©/ является функцией нечетной относительно 2, 
а пределы интегрирования симметричны. 

Таким образом, при $(#) четной относительно /, функция $(9), 
определяемая первым интегралом, есть функция вещественная и чет- 
ная относительно ®. 

б) Если $(1) нечетна относительно &, то в нуль обращается первый 
интеграл и 


со 


$9) = —і \ 0) т (9) #44. 


—с 


В этом случае 5(@) — нечетная и чисто мнимая функция ©. 

в) Если, наконец, $7) не является четной или нечетной функцией 
относительно &, то ее можно разложить на две функции: четную $1(2) 
и нечетную (2). 

В этом случае $ (52) представляет комплексную функцию, причем 
действительная ее часть четна, а мнимая нечетна относительно <. 

Из п. а) вытекает, что в случае четной функции 5(#) можно произ- 
вольно выбирать знак перед Ё в обратном преобразовании Фурье 
[формула (2.49) 1: 


оо 


500 == 5 (@) ем» 19 = 1. 5 @)е- 49. 


= —20 


Произведем теперь в последнем интеграле замену переменной инте- 
грирования © на Ё и параметра { на ©. Тогда левая часть должна быть 
записана в виде функции от аргумента ©: 


р, 


509) = Зе, 


— со 


Но интеграл в последнем выражении можно рассматривать как спек- 
тральную плотность новой функции $(/), полученной путем замены 
0 на { в спектральной плотности сигнала 8$(/). 

Обозначим эту новую спектральную плотность через (9). Тогда 


У(©) = 2л5 (9). (2.65) 


Этот результат показывает, что переменные © и ѓ в преобразованиях 
Фурье взаимно заменимы: если сигналу (четному) $(4) соответствует 
спектр 8(5), то сигналу $(/) соответствует спектр 2л5$(0). 

Пример применения этого правила приводится в п. 3 $ 2.9. 
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2.8. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ В СПЕКТРЕ 
НЕПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Для получения выражения, аналогичного (2.42), для непериоди- 
ческого сигнала можно идти двумя путями: исходя из (2.42) совер- 
шить предельный переход Т-» оо, или воспользоваться результатами 
предыдущего параграфа. 

Рассмотрим второй путь. С этой целью воспользуемся выражением 


(2.63). 
Если | (6) и 6(1) представляют собой один и тот же сигнал 


Г = (0) = (0), 


то интеграл 


(сда = { 0) 


представляет собой полную энергию сигнала $(#), а произведение спект- 
ральных плотностей 


6 (0) Р" (0) = 8 (9) 5* (9) = [5 (3), 


где 5(0) — спектр сигнала $2) (модуль). 
Таким образом, приходим к окончательному результату 


[0] со 


Е= \ $0) и = \ 15 (9) 40. (2.66) 


— 00 — оо 


Это важное соотношение, устанавливающее связь между энергией 
сигнала (при сопротивлении | ом) и модулем его спектральной плот- 
ности, известно под названием равенства Парсеваля. 

Между выражениями (2.42) и (2.66) имеется существенное различие. 
В $ 2.5 речь шла о средней мощности периодического сигнала. Опера- 
ция усреднения осуществлялась делением энергии отрезка сигнала 
за один период на величину Г. В случае же непериодического сигнала 
конечной длительности усреднение энергии за бесконечно большой 
период дает нуль и, следовательно, средняя мощность такого сигнала 
равна нулю. 

Из выражения (2.66) видно, что величина [5(5)]?, имеющая смысл 
энергии, приходящейся на единицу полосы частот, может рассмат- 
риваться как спектральная плотность энергии сигнала. 


2.9. ПРИМЕРЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СПЕКТРОВ СИГНАЛОВ 


Основной задачей пастолщего параграфа является пояснение свойств пре- 
образований Фурье, приведенных в предыдущих параграфах, на примерах, важ- 
ных для практики, 
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1. Импульс прямоугольной формы 


Простейший сигпал, определяемый выражением 


Ти Ти 
Н ие фи — т. 
А при о $1 о 
$(1) = 
Ти Ти 
= = і > 2 
О при Га о и 5 о 
5(2) 
< 
-7./2 0 т/2 1 


Рис. 2.13 


и представленный на рис. 2.13, получил широкое распространение как в технике, 
так и в теории сигналов и цепей. Применяя формулу (2.48), находим спектраль- 
ную плотность 


си/2 
$ (9) = А е— 4 = (е ‘@т./2 —е/*и/?2) — 
— и/2 
м От, 
$] 
2А и 2 
2 ЧИР РНЕ. Ч 
ИИ Ты бен 85 


График спектральной плотности представлен на рис. 2.14. 

Заметим, что произведение Ати, равное площади импульса, определяет зна- 
чение спектральной плотности импульса при © == 0, т. е. 5(0) = Ати. Этот вы- 
вод может быть распространен на импульс произвольной формы. 

Действительно, из общего выражения (2.48) следует, что при “© = 0 
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$(0) = { в(ђе 8 41 = а $ (1) 4 (2.68) 


— оо 


Правая часть этого выражения есть не что нное, как площадь импульса 
«0. Таким образом, выражение (2.67) может быть записано в форме 


віп (91/2) Ч та о 68 
5 (9) =$5 (0) — на = 5 (0) зіпс ( 2 ). (2.68) 


Рис. 2.15 


Здесь через $!пс (@ти/2} обозначена функция 


на 2.69) 
ра 


При удлиненни (растягивании} импульса расстояние между нулями функ: 
ции 8(9) сокращается, что равносильно сужению спектра. Значение 5(0) 
при этом возрастает. При укорочении (сжатии) импульса, наоборот, расстояние 
между нулями функции $(9@) увеличивается (расширение спектра), а значение 
$(0) уменьшается. В пределе прн ти — 0 (А = сопз{} точки 9, = + =, 
ствующие двум первым нулям функции 5(), удаляются в бесконечность и спек: 
тральная плотность, бесконечно малая по величине, становится равномерной 
в полосе частот от — оо до оо. 

На рис. 2.15 показаны отдельно графики модуля 5(0), отнесеннего к вели: 
чине 8(0), и аргумента (6) спектральной плотности Первый из этих графиков . 
может рассматриваться как амплитудная, а второй — как фазевая хара ис 
тики спектра прямоугольного импульса. 

Каждая перемена знака 5(%) учитывается на рис. 2.15, б приращением фа: 
зы нал. 
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соответ: 


При отсчете времени не от середины импульса (как на рис. 2.13), а от фрон- 
га (рис. 2.16) фазовая характеристика спектра импульса должна быть дополнена 
слагаемым ОЭт,/2, учитывающим сдвиг импульса на время ти/2 (в сторону запаз- 
дывания). 

Результирующая фазовая характеристика принимает при этом вид, пока- 
занный на рис. 2.15, 6 пунктирной линией (исходная фазовая характеристика, 
а также дополнение построены на рис. 2.15, 6 с положительным наклоном, по- 
скольку в общее выражение (2.50) функция (©) входит со знаком минус). 

Рассмотрим вопрос о распределении энергии в спектре импульса. В соответ- 
ствии с $ 2.8 и формулой (2.68’), спектральная плотность энергии прямоуголь- 
ного импульса 


ѕіп? 2 
От \ү]2 
(5 (Р = 15 (0) а = 15 00018 [ое ыы] .  @5 
и 
А 
А 0 т ги 
Рис. 2.16 


С помощью равенства Парсеваля нетрудно вычислить. энергию в заданной 
полосе частот. 

Пусть нас интересует полоса А9 от 0 до ©;. Тогда по формуле (2.66) находим 
энергию в указанной полосе: 


о, а, н 
Н 2) 
Е 2 [ тена. д аы 
ла д | РИ И т) (91/2)3 
0 0 
9171/2 
а 1 2 ѕіп? х 1 т 
ыы 9. _9 Е = Д8 1 ‘и 
Ате ч | т 4х = А чип ( Р ). (2.71) 
0 


где А?ти = Ё есть полная энергия импульса, а функция 
о т [2 
2. ти 2 Е $112 х 
И "У а ах (2.72) 
0 


определяет относительную долю энергии в полосе частот от 0 до ©, 
Интеграл, входящий в выражение (2.72), с помощью интегрирования по час- 
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тям может быть приведен к виду Ы, 
8.та/2 11,/2 9171/2 
$112 х $112 х “  025іпхсоѕ х 
= х = — + ——————4ҳ = 
х | х 
0 
| 1 ти/2 | 
сіп? (О, ти/2) 4. | ѕіп 2х Р — 2 іп? (©, ти/2) жб 
—= =————————— е © — $1 т . 
0, ти х ©, та в 
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ѕіпх 
4 


т х — интегральный синус. 


и 
Здесь $1 у = | 
0 


Таким образом, 


о 9 2511? (©, ти/2 | 
7 (20) |а АИ], (2.73) 
1 Ти 


График функции (9;т1/2) изображен на рис. 2.17. Из этого рисунка видно, что 
при ©т1/2 = л, т.е. при ЁЕ\ти = 1, в полосе частот от 0 до Ё, = Ити сосредото- 
чено около 90% всей энергии импульса. На 
основе формулы (2.73) можно выбирать полосу 
пропускания цепи (фильтра) по заданному 10 
коэффициенту использования энергии импуль- 

са. Следует, однако, подчеркнуть, что в тех 
случаях, когда требуется получить на выходе 
фильтра форму импульса, близкую к прямо- 05 
угольной, величина произведения Ёт должна 

быть гораздо больше чем единица. Более под- 

робно этот вопрос рассматривается в $ 6.4. 


2. Колокольный (гауссов) 
импульс (рис. 2.18, а) Рис. 2.17 


Представленный на рис. 2.18, а импульс определяется выражением 


800) = Де ‘24°, — < < {і < о. | (2.74) 


Этот импульс, совпадающий по форме с графиком нормального (гауссова) за- 
кона распределения вероятностей, называется также «гауссовым импульсом». 
Постоянная а имеет смысл половины дли- 
тельности импульса, определяемой на 
уровне е 14? = /е!/2 => 0,606 от ампли- 
туды импульса. Таким образом, полная 
длительность импульса ти равна 24. 
Применяя выражение (2.48), получаем 


5(9) 


оо 
8 -/а 0 */а ® 
Для вычисления интеграла удобно в по- 5) 


дынтегральной функции дополнить пока- 
затель степени до квадрата суммы Рис. 2.18 


ена) е ааьан) а] Га 7 
(аач = Је) уне | 


где величина 4 определяется из условия 


Е ИИЦ 


И2а 
3* 51 


откуда 4 с 


| {Фа 
а = ==. (2.76) 
у? 
Гаким образом, выражение (2.75) можно привести к виду 
1 2 
—|-—— +4 
уда 1А (ғ а 


| П 
Переходя к новой переменной х =ч + а, получаем 
а 


$ (©) = де 5а | ах. 


ъ 


Учитывая, что входящий в это выражение интеграл равен Ил, окончательно 
получаем 


[9 : 
= дубпае 1 = Ве 8, (2.17) 


где 6 = 1/а, В = И 2л ад. 

График этой фуикции изображен на рис. 2.18, 6. 

Полученный результат имеет важное значение для теории сигналов. Ока- 
зывается, что гауссов импульс н его спектр выражаются одинаковыми функция- 
ми и обладаюг свойством симметрии: для получения одной из них по заданной 
другой достаточно заменить { на ©. При этом спектральная полоса, определяе- 


— 12 


мая на уровне е от максимального значения, равна 26 = 2 == 225 = 


| 


4 еа 
=, а коэффициеит В = УдлаА. 


Соответственно «Гауссову спектру» 


$ (9) = Ве-9"/2 2.78) 
отвечает гауссов импульс 
| Я р ВЬ 27 
300) = Ает 2/2 0/9“ = уе а (2.79) 
ВЬ 


| 
с длительностью 2— и амплитудо] А = =. 
Ь у И 2л 


Очевидно, что чем меньше длительность импульса ти, тем шире спектраль- 
ная полоса 26. 

Вычислим энергию, содержащуюся в полосе частот АЯ от 0 до 9, Основы: 
ваясь на формуле (2.77), находим 

| ә, О, 
г > 3 Г 2 + 2, $0: 
ЕУ [4 ИЗпае 2/2 (1/4) Раза | е4 0° 40 
0 0 
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ай, о ай, 
њаё за — | е—х”’ ах = Ул Аза Е | е—*’4х = уп АЗаФ (401). (2.80 
0 


(1 


2 

2 Ра 

Здесь Ф (2) ә Ут Бы ах — интеграл вероятности, а Ул Аїа= Е — пол: ' 
Е 


0 
ная энергия колокольного импульса. 


Фа) 
10 


001 02 03 0% 05 06 07 08 09 10 11 12 ғ. 
Рис. 2.19 


Таким образом, отношение энергии н полосе частот от 0 до $2, к полной энер- 


гин гауссова импульса равно Ф(а%\). 
Функция $(2) табулирована, график ее показан на рис. 2.19. Для получе- 
ния 90% энергии импульса требуется 2 = 20, == 1,16, или произведение полной 


длительности импульса 2а на Ё;, равное 


3. Импульс вида В ѕіпс (х) 
На рис. 2.20, а изображен импульс, определяемый выражением 


а 2л0/ 
аалга 2.81 
Эдил ( 


у (0) = В 


Ү(9). 
га 
Е 
-2д ш 0 27ш © 


Рис. 2.20 
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где величина 2л имеет размерность угловой частоты, а длительность импульса 


(ширина основного лепестка) равна 1/о. 
Вместо вычисления спектральной плотности по формуле (2.48) воспользу- 
емся результатами примера | и свойством взаимной заменимости © и Ё в преоб- 


разованиях Фурье (см. п. 6 $ 2.7). | 
Заменим на рис. 2.13 Ё на © и ти/2 на ©. Тогда, умножив в соответствии 


с формулой (2.65) ординаты на 2л, получим спектральную плотность 
213 (9) = 2л4, 9. <9 < 9, 


соответствующую функции времени 

т О 
Гу еа АЗ — ——— 
$(0 по 


Последняя получается заменой © на Ё и ти на 29, в формуле (2.67) и на 
рис. 2.14. Приравнивая теперь 429 и = В и Эм = 2л, находим спектральную 
плотность сигнала (2.81) 

В | 
Базай (2.82) 
20. О т 2ш 


У (9) = 2лА = 2л 


при — 2л0 < 9 < 2лш. 


График У(®) представлен на рис. 2.20, 6. 


4. Группа одинаковых и равноотстоящих импульсов 


Спектральную плотность первого импульса в пачке (рис. 2.21) обозначим 
через $,:(0). Тогда для второго импульса, сдвинутого относительно первого на 
время 7 (в сторону запаздывания), спектральную плотность можно на основании 


(2.57) представить выражением 5,(9) = 5,(0)е— 7; для третьего импульса 
500) = 5,(0)е 297 ит. д. 


1 ;. 


(№-1) Т 
Рис. 2.21 


Для группы из № импульсов, в соответствии с принципом линейного сумми- 
рования спектров при сложении сигналов, получим спектральную плотность 


$ (Я) = 5, (0) 1+ е— 7 е 1297 6 фет 0 – 0 Әт). (2.83) 


При частотах, отвечающих условию © == А2л/Т, где А — целое число, каж- 
дое из слагаемых в квадратных скобках равно единице и, следовательно, 


2л 2л 
$ (27) = (+ г. (2.84) 
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Таким образом, при частотах © = А2л/Т модуль спектральной плотности 
пачки в М раз больше чем одного импульса. Это объясняется тем, что спектраль- 
ные составляющие различных импульсов с указанными выше частотами склады- 
ваются со сдвигами фаз, кратными 2л. 


2л 
При частотах же © = ут а также некоторых других частотах, при кото- 
рых сумма векторов е обращается в нуль, суммарная спектральная плот: 
ность равна нулю. При промежуточных значениях частот модуль $(9) опре- 
деляется как геометрическая сумма спектральных плотностей отдельных им- 
пульсов. 


; 
РИ 
и 
27 
74 
27 
17, 
22 


В качестве иллюстрации на рис. 2.22, а изображен спектр (модуль) пачки 
из трех прямоугольных импульсов, а на рис. 22, 6б — из четырех импульсов, 
при интервале между соседними импульсами Т = Зтһ. Пунктирными линиями 
показана спектральная плотность одиночного импульса. С увеличением числа 
импульсов в пачке спектральная плотность все более расщепляется и, в пределе 
при М ~» оо, принимает линейчатую структуру спектра периодической функции. 


2.10. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ СИГНАЛА 
И ШИРИНОЙ ЕГО СПЕКТРА 


Из предыдущих параграфов уже ясно, что чем меньше длитель- 
ность сигнала, тем шире его спектр. 

Это фундаментальное положение теории сигналов можно устано- 
вить в общем виде на основе преобразования Фурье 


500) = } зфе- 41 
= { 50) со 9/4 — г \ 50) іла, (2.85) 
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Рассмотрим поведение каждого из интегралов при увеличении ©, 
Существует лемма Римана, утверждающая, что если функция $(#) 
‘абсолютно интегрируема в некотором конечном промежутке [а, 6], то 


Г Б 
іт { 50) соз 07 47 = Шт { 500 зт 9/4 =0. (2.86) 


Я ~» о 4 


Геометрический смысл этого утверждения поясняется на рис. 2.23, 
з верхней части которого изображены некоторый произвольно выбран- 
ный сигнал 5(/) и гармоническое колебание с частотой ©, а в нижней 
части — произведение $(#) соѕ 04 [или $1) т! 


5(Е) 


6059 (54191) ' 


{8} 5050 
[5(:)5(192] 


Рис. 2.23 


При достаточно высокой частоте © каждая положительная полу- 
волна на рис. 2.23, б почти полностью компенсируется ближайшей 
к ней отрицательной полуволной и суммарная площадь под кривой 
(4) соѕ @/ [или $4) яп @И близка к нулю. Под «достаточно высокой» 
частотой следует подразумевать частоту 5 == 2л/Т, при которой пе- 
риод Т достаточно мал по сравнению с длительностью сигнала $2). 

Очевидно, что чем короче сигнал, тем меньше и период 7, соответ- 
ствующий этому условию. Иными словами, чем короче сигнал, тем 
выше граничная частота спектра сигнала. Так как нижняя граница 
спектра примыкает к нулевой частоте (нмеются в виду сигналы без 
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высокочастотного заполнения, как, например, на рис. 2.23, а), то об 
щий спектр получается тем шире, чем меньше длительность сигнала. 
При этом оказывается, что произведение длительности на «техниче- 
скую» ширину спектра сигнала является величиной, близкой к еди- 
нице. 

Под технической шириной спектра сигнала подразумевается пс- 
лоса частот, в которой сосредоточена основная часть энергии сигнала. 

Действительно, в $ 2.9 было показано, что в случае прямоуголе- 
ного импульса полоса частот, определяемая из условия АЛ = 1/т,, 
_ содержит 90% всей энергии сигнала. Энергетический подход к опре 
делению длительности сигнала и ширины его спектра не всегда, од- 
нако, эффективен. | 

При оценке разрешающей способности сигнала в радиолокацин 
часто исходят из следующего определения эквивалентной длитель- 
ности т, импульса: 


оо 


| 02 52 (01) а 


[ 52 (1) аі 


—00 


причем начало отсчета времени совмещается с «серединой» импульса, 
так.что выполняется условие 


ос 


0 120) 20, 


—оо 


Аналогично эквивалентная ширина спектра ДО == 2лАР опре- 
деляется выражением 


= ) 952 (9) 0 
р МИРЕН 
52 (0) 49 


| |= 


при дополнительном условии 


оо 


} 9520) 490, 


—0о0о 


уточняющем начало отсчета частоты на оси 9, 
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Если сигнал 51) нормирован таким образом, что его энергия В 
равна единице, т. е. 


оо 


со : 0, о ө В 
{з (04 == $ (9) 40-1, 


оо 


то выражения для т, и АХ принимают вид 


оо 


С 1 
= \ 2204, (= } 92 52 (2) 49. 


—0оо —о0о 


При этом оказывается, что величина произведения т,А5, завися- 
щая от формы сигнала, в любом случае не может быть меньше 1/2. 
Таким образом, для любого сигнала выполняется условие! 


«АЕ. 


В частности, для гауссова импульса, основываясь на выражениях 
(2.74) и (2.77), находим 


та = 43 а АХ дор А б. ла— У ада, 
а 


Используя условие нормировки 


оо 


Е= \ (020 =? \ е-е = упад 1, 


—о0о 


получаем 


т =; т АЕ 1. 


и 


Из этого примера видно, что из всех сигналов гауссов импульс 
обладает наименьшей возможной величиной произведения т„АЛ. 

Итак, можно утверждать, что величина т„АР не меньше некоторой 
константы. 

Сжатие импульса во времени с целью, например, повышения точ- 
ности измерения момента его появления, неизбежно сопровождается 
расширением спектра импульса, что заставляет расширять полосу 
пропускания измерительного устройства, Аналогично, сжатие спектра 


1 Вакман Д. Е. Сложные сигналы и принцип неопределенности в ра- 
диолокацин. Изд-во «Советское радио», 1965. 
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импульса с целью повышения точности измерения частоты неизбежно 
сопровождается растяжением сигнала во времени, что требует удли- 
нения времени наблюдения (измерения). Невозможность одновремен- 
но сконцентрировать сигнал в узкой полосе частот и в коротком интер- 
вале времени представляет собой одно из проявлений известного 
в физике принципа неопределенности. 


2.11. БЕСКОНЕЧНО КОРОТКИЙ ИМПУЛЬС 
С ЕДИНИЧНОЙ ПЛОЩАДЬЮ (ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ) 


Некоторые из возможных моделей импульса, площадь которого 
равна единице, изображены на рис. 2.24. Амплитуды всех этих импуль- 
сов обратно пропорциональны соответствующим образом определен- 
ной длительности импульса. При стремлении длительности к нулю 
амплитуда обращается в бесконечность, а площадь импульса остается 
неизменной и равной единице. | 

В случае прямоугольного импульса амплитуда его должна быть 
приравнена величине !/хі (рис. 2.24, а). 

При гауссовом импульсе (рис. 2.24,6) амплитуда должна быть 


приравнена 1// 2ла, поскольку интеграл 
\ е—**/2а* 4х — У Эла, 


Наконец, в случае импульса вида $1п2лшх/лх (рис. 2.24, в), площадь 
которого равна единице, амплитуда импульса равна 2 ш (при х = 0). 
Длительность импульса (главного лепестка) обратно пропорциональ- 
на параметру ш. 


ій 
Бч 


нао, 
ЖУ 
а) 


Рис. 2.24 


При устремлении параметров м иа к нулю, а ш к бесконечности все 
три изображенных на рис. 2.24 функции могут быть определены сле- 
дующим образом: 

6 оо при х= 0), ых 
ла О при х=20, (А50 
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при одновременном условии 
> 
\ 8 (х) ах = площадь импульса = 1. (2.88) 
— со 
Функция ё(х), обладающая указанными свойствами, называется 
единичным импульсом, импульсной функцией или лельта-функцией 
(а также функцией Дирака). т 
Применительно к исходным функциям, изображенным на рис. 2.24,6 
и в, дельта-функния должна быть определена выражениями 


| 


6 (х) == ПА Е е—х*/ 2а“, (2.89) 
а» 0 а 
еде, (2.90) 
ш-» оо ЛХ 


‚ Возможны и другие многочисленные определения 6(х). 
При сдвиге импульса по оси х на величину х,, определения (2.87)— 
(2.90) должны быть записаны в более общей форме: 


оо при Хх=х, 
РИ, (ан 2.87' 
Я 0 при х=х,, ыы 
8х зах (2.88') 
ЕРЕ — |} | —(х—х,)* / 20% 8 А 
6 (х хо) = іт рт е А (2.89) 
бру е Н. ИИ, (2.90) 

ш =» әс п (Хх — Хо) 


Функция 6(х) обладает важными свойствами, благодаря которым она 
получила широкое распространение в математике, физике в тех- 
нике. 
Из определений (2.87’)—(2.88’) вытекает основное соотношение 
оо 
[= \ 8(х— хо)! (х) 4х = 


—0о0о 
оо 


хо) \ ёб хо) ах (х). (2.91) 
-—0о0о 

Так как по определению функция 6(х — хо) равна нулю на всей 
оси х, кроме точки х == хо (где она бесконечно велика), то промежуток 
интегрирования может быть сделан сколь угодно малым, лишь бы он 
включал в себя точку хо. В этом промежутке функция /(х) принимает 
постоянное значение /(х,), которое можно вынести за знак интеграла. 
Таким образом, умножение любой подынтегральной функции /(х) на 
6(х — хо) позволяет приравнять интеграл произведения значению 

х) в точке х = д. 


60 


В математике соотношение (2.91) называется фильтрующим свой- 
ством дельта-функции!. 

В теории сигналов приходится иметь дело с дельта-функциями 
от аргументов ѓ или о, в зависимости от того, в какой области рассмат- 
ривается функция — во временной или частотной. 

Рассмотрим сначала свойства функции (4). В этом случае основ: 
ное значение имеет спектральная характеристика дельта-функции. 
В $ 2.9 было установлено, что при сокращении длительности т, прямо» 
угольного импульса (неизменной амплитуды) ширина основного ле: 
пестка спектральной плотности увеличивается, а величина 5(0) быс: 
тро уменьшается. В данном же случае, когда сокращение длительности 
импульса сопровождается одновременным увеличением его амплитуды, 
-величина спектральной плотности остается неизменной и равной ве- 
личине 9 (0) = | для всех частот — оо < о < оо. То же самое имеет 

место при укорочении любого из дельтообразных импульсов. 
| Следовательно, спектральная плотность дельта-функции вещест- 
венна и равна единице для всех частот. Из этого также вытекает, что 
фазовая характеристика лельта-функцин #(/) равна нулю для всех 
частот. Это означает, что все гармонические составляющие единич- 
ного импульса, суммируясь с нулевыми начальными фазами, обра- 
зуют пик бесконечно большой величины в момент времени { = 0. 

Аналогично функция 8(/ — #5), определяющая единичный импульс 
в момент /,, обладает спектральной плотностью $(0) = е‘, Модуль 
этой функции по-прежнему равен единице, а фазовая характеристика 
(о) = о. 

Найденная ранее величина спектральной плотности дельта-функции 
может быть получена и формально, с помощью преобразования Фурье 


5(0)= } 60 /)е–“ а. 


Применяя свойство (2.91), получаем 


5 (0) =е- №. (8—1) = ео, (2.92) 


—-00о 


В частном случае %=0, $(0) = 1. 
Можно, очевидно, и ё (/ — {,) представить в виде обратного пре- 
образования Фурье от $ (о) =е- °: 


соо 


60—10) == \ $ (о) е" йө = = \ еѓо (1—1) До, (2.93) 


— 00 


Энергия единичного импульса бесконечно велика. При спектраль 


ном рассмотрении это вытекает из равенства Парсеваля [см. (2.66) 
] 


' На языке техники более подходящим по смыслу являлся бы термин «стрс- 
бирующее свойство». 


@1 


которое при $(@) = 1 обращается в бесконечность. При временном 
рассмотрении это следует из того, что энергия импульса, пропорцио" 
нальная квадрату его амплитуды (т. е. величине 1/72) и первой степени 
длительности т, с укорочением импульса растет как 1/х. При т 0 
энергия бесконечно велика. 

Понятие единичного импульса особенно широко используется при 
исследовании действия коротких импульсов на линейные системы. 
При этом не обязательно, чтобы амплитуда реального импульса была 
бесконечно велика, а длительность бесконечно мала. Достаточно, 
чтобы длительность импульса была мала по сравнению с постоянной 
времени исследуемой системы (или по сравнению с периодом собствен: 
ного колебания системы). 

Рассмотрим теперь свойства ӧ(о). Все что ранее было сказано от- 
носительно свойств 8(1), может быть распространено на ё(@) при за- 
мене ѓ на хи © на (. 

По аналогии с выражением (2.93) можем написать 


ос ос . 
1 П ч 
6 (о) — — \ е‘® 1 = — \ е‘! і. (2.94) 
Си, т: 4. 
(Перемена знака в показателе степени в данном случае не влияет на 
величину интеграла, см. $ 2.7, п. 6, а.) 
Соответственно 


л 


——0оо -— о0о 


8 (0—0) = 5 е 9—90: = \ ег (2.94) 


2.12. СПЕКТРЫ НЕКОТОРЫХ НЕИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 


Одним из условий применимости преобразования Фурье к функции 
КЁ) является ее абсолютная интегрируемость 


ос 


\ [7 (0) |41 < оо. (2.95) 


—00 


Это условие существенно ограничивает класс функций, для которых 
существует спектр Фурье, выражаемый обычными функциями. На- 
пример, такие важные для теории сигналов и цепей функции, как еди- 
ничный скачок (рис. 2.25, а) или включаемое в некоторый момент вре- 
мени гармоническое колебание (рис. 2.25, 6), не отвечают условию 
(2.95). Это затруднение можно преодолеть путем такого обобщения 
преобразования Фурье, при котором обеспечивается интегрируемость 
некоторой вспомогательной функции. 

На протяжении длительного периода широко применялся способ, 
основанный на введении «множителя сходимости». Согласно этому 
способу единичный скачок сначала заменяется экспоненциальным 
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импульсом е, с > 0, для которого условие (2.95) выполняется и 
спектральная плотность легко определяется 
оо оо 
$ (0) = \ ес! е9 (4 — — І е (+19); | ЕР 1 . (2.96) 
н с +9 о С++ 


Представив $ (%) в форме (2.50), получим 


] б" агсёр а 
Ио? 
Графики модуля 8(9) = ШУ с? +9? (амплитудно-частотная харак- 
теристика) и аргумента %(9) = агсќЕ = (фазо-частотная характеристи- 


800) = е9) = —_оо <9 < оо. (2.96) 


Рис. 2.25 


ка) спектральной плотности экспоненциального импульса 5({) = е 
изображены на рис. 2.26 (пунктирными линиями). 
Устремляя с к нулю, в пределе получаем следующие выражения 
для спектральной плотности единичного скачка: 
; 1 1 
$ (9) = іт == — == 
( с-»+0 с іо 


=. е-#я/2, (О) = л/2, при 90, 


тт е!т/?, (0) = — л/2, при 9<0. (2.97) 


Графики 5 (52) и %(9), вычисленные по этим формулам, изображены 
на рис. 2.26 сплошными линиями. Следует, однако, предупредить, 
что в некоторых случаях формула (2.97) может приводить к недоразу- 
мениям. При применении множителя сходимости для получения пра- 
вильного результата необходимо в интеграл Фурье подставлять спект- 
ральную плотность, вычисленную при с == 0, а предельный переход 
с —0 совершать только в окончательном результате, после вычис- 
ления интеграла Фурье. Подобная процедура эквивалентна переходу 
от переменной о к комплексной переменной р = о + іо с соответ- 
ствующим выбором пути интегрирования на плоскости р. Такой 
прием, приводящий к преобразованиям Лапласа, будет использован 
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в гл. 6 при анализе передачи сигналов через линейные цепи. В тех же 
случаях, когда требуется применение непосредственно Фурье-спект- 
ра, введение множителя сходимости е нежелательно Значительно 
эффективнее оказывается применение так называемых «обобщенных 
функций», к которым принадлежит н дельта-функция. 
Рассмотренные в предыдущем параграфе свойства дельта-функции 
позволяют, в частности, распространить понятие спектральной плот- 
ности на гармоническое и вообще на любое периодическое колебание. 


Рис. 2.26 


Возьмем, например, гармоническое колебание 3(!) = Аз соѕ (007 ++ 
- 0.) и, не обращая внимания на то, что такой сигнал не является 
абсолютно интегрируемым, выражение для спектральной плотности 
запишем в форме (2.48): 


$ (—) = \ 50) е" = А, \ с05 (0,2-4 00) е‘ а = 


—ос —0о0о 


10. а —іб. я 
е А \ е! -%) р т \ е-! (ом) 
—оо 


На основании формулы (2.94) получаем 


5 (ш) = 2 (2ле 6 (0—0) + 2ле- 5 (0+ 0] = 
= Аол |е 6 (ш —0) е6 ӧ(0 + оз). (2.98) 


Эта функция равна нулю для всех частот, кроме т = ®, в ® = 
= — 0, При которых $(®) обращается в бесконечность Как и сле: 
довало ожидать, гармоническому колебанию с конечной амплитудой 
соответствует бесконечно большая спектральная плотность при ди 
скретных частотах Фо и — ®о. 

В частности, приравнивая ®. нулю, получаем спектральную плот- 
вость сигнала в виде постоянного напряжения А ,: 


$ (о) = А, 2лё (о). (2.99) 


хАро ч) пли) 
5 (ш) 


р 90) 50) 


Ао 


5) 
Рис. 2.27 


Распрост равив соотно‘шение (2.98) на все гармоники любого пе- 
риодического сигнала 


5(0= 4+ » А, с03 (пез #4 0,), 


мы можем ввести понятие спектральной плотности периодического 
сигнала в виде суммы лельта-функций: 


5 (0) = А, 2л6 (в) дл [еб 6 (и—01) е6 6 (%- 0) + 
+ Аз л [е 6 (о в. ет (0 + н< 


К иижаако 2. ж 9 + 
+ Аля [е 6 оло) 4 6, б в Е + 
ЛЬ: 


Такой подход оказывается полезным при рассмотрении смеси им: 
пульсного сигнала и монохроматических колебаний. 

Пусть, например, отыскивается спектр ары двух сигналов: 
импульсного $1 (1) и монохроматического $2({) = А соѕо оё (рис. 2.27, а). 
Применяя выражение (2.48) к $1(1), находим обычную спектральную 
плотность $:(%®), определяющую сплошной спектр (ва рис. 29.27, 6 
заштриховано), Применение же (2.48) к 53(1) дае спектр, определяемый 
выражением (2.98). На рис. 2.27, б этот спектр изображается двумя 
спектральными линиями, уходящими в бесконечность. 
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Отыщем теперь спектр единичного скачка. С этой целью представим эту 
функцию в виде прямоугольного импульса, фронт которого расположен в точке 
і = 0, а спад -- в точке Т, стремящейся к бесконечности (рис. 2.28, а), В соот- 
ветствии с таким представлением спектральная плотность единичного скачка 
может быть определена выражением 


Т-+о | — {№ 


1 Г 
1 
$ (0) = іт | =- 41} = | е 26! |- 
Т-= оо 
0 


= іт ==. іт аа, =), (2.101) 
Т оо 10) Т -» оо 0) 10) 
122507222 
Рис, 2,28 
Но в соответствии с формулой (2.90) 
„Шт А = лӧ(о). | (2.102) 
Следовательно, спектр единичного скачка 
1 — Им соѕ оГ 
Зоб (2.103) 
іо 


Первое слагаемое в правой части этого выражения определяет спектр по- 
стоянного напряжения Ао = 1/2 [см. (2.99)], показанного на рис. 2.28, 6, а 
второе слагаемое — спектр функции, показанной на рис. 2.28, в. Сумма этих 
двух функций образует единичный скачок в момент времени { == 0 (рис. 2.28, а). 

Рассмотрим свойства функции 


Фе (0) = Ит соѕ ФГ. (2.104) 


Г -коо 
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При любых значениях о, отличных от нуля, эта функция неопределенна и 
может поннимать любые значения в пределах [—1, +1] В точке же о = 0 ука- 
занная функция имеет определенное значение, которое легко найти. Так как на- 
ми принято, что операция предельного перехода совершается в последнюю оче- 
редь, получаем, что при & = 0 $фс(0) = 1 независимо от величины Т. 

Другое очевидное свойство фс(®) заключается в том, что интеграл от Фс(@), 
взятый по любому конечному промежутку (а, 5) равен нулю, 

Ь 
м А яп ФТ | 
А & а 
{ Фе (Ф) до = іт | соѕ Тао = Ит ———— = 0. 
а Т» оо 0 Т +оо Т 


Более того, в силу леммы Римана, упомянутой в $ 2.10, для любой функции 
(0), абсолютно интегрируемой в конечном промежутке (а, 5), справедливы тож: 
дества 


Ги) б 
Ит {а (9) соз ©®Та® = Ит {а (©) ѕіп 0740 = 0. 
Т +0 « Т- оо 


а 


10 


Рис. 2,29 
0 (79) 


Аналогично тому, как это принято в теории обобщенных функций, можно 
положить, что быстро осциллирующая функция Фс(®) равна нулю для всех 050. 
Таким образом, можно ввести следующее определение: 


1 при Ф =0, 
= |і = [1 = 2.10 
Фе (@) са Я [1 (@)] т прн бб (2.105) 


Определенную таким образом функцию Фс(®) = [1(0)1 можно назвать 
игольчатой функцией. Графическое изображение игольчатой функции 
дано на рис. 2.29. 

Применяя указанные выше обозначения, запишем формулу (2.103) в виде 


ин 2] 8 


| 
$ (0) = лӧ (0) т – ха (2.106) 


Из этого выражения видно, что при 6 = 0 второе слагаемое равно нулю 
(так как при © = 0 [1(6)] = 1) и весь вклад в спектр дает слагаемое лӧ(о), соот- 
ветствующее постоянной составляющей 1/2. При частотах же о, отличных от 
нуля, первое слагаемое равно нулю, я второе слагаемое равно 1/1 (так как при 
о + 0 [1(6)] = 0). 

Отсюда следует, что при рассмотрении воздействия единичного скачка на 
цепи, передаточная функция которых при ® == 0 равна нулю (т. е. на цепи, не 
пропускающие постоянный ток), спектральная плотность единичного скачка 
может представляться в форме (2.97). 


' См. статью Гоноровского И. С., Фельдмана Л Д., Ва: 
сильева А. В, «Радиотехника и электроника», АН СССР, 1970, № 4. 
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2.13. КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ СИГЛАЛОВ 


Наряду со спектральным подходом к описанию сигналов часто 
на практике оказывается необходимой характеристика, которая да- 
вала бы представление о некоторых свойствах сигнала, в частности 
о скорости изменения во времени, без разложения его яа гармони- 
ческие составляющие. 

В качестве такой «временной» характеристики широко использует- 
ся автокорреляционная функция сигнала. 


а} 


— 


| а 
0,6) 0 п) :- 


+ -#) 0 4,5) т 
Рис. 2.30 Рис. 2.31 


Для детерминированного сигнала $(/) конечной ллительности авто: 
корреляционная функция определяется следующим выражением: 


со 


фот) = © 600507), (2.107) 


—с 


где т — величина временного сдвига сигнала. 

Из выражения (2.107) видно, что (т) характеризует степень свя- 
зи (корреляции) сигнала <(/) с его копией, сдвинутой на величину т 
по оси времени. 

Ясно, что функция (т) достигает максимума при г == 0, так как 
любой сигнал полностью коррелирован с самим собой. 

При этом 


со 


00) = \ 804 = Е, (2.108) 


—х 


т. е. максимальное значение. а аи функции равно 
энергии сигнала. 
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С увеличением т функция 4$(т) убывает (не обязательно монотонна) 
и при относительном сдвиге сигналов $(Й и 5$(1 — т) на величину, 
превышающую длительность сигнала, обращается в нуль. 

На рис. 2.30 показано построение автокорреляционной функции 
для простейшего сигнала в виде прямоугольного импульса (рис. 2.30, а). 
Сдвинутый на т (в сторону запаздывания) сигнал 5({ — т) показан на 
рис. 2.30, 6, а произведение 5(1) 5(/ — т) — на рис. 2.30, в. График 
функции ф(т) изображен на рис. 2.30, г. Каждому значению т соот: 
ветствует свое произведение 5({)5(! — т) и своя площадь под графиком 
функции 5$(2)5(1 — т). Численные значения таких ` площадей для соот- 
__ветствующих т и дают ординаты функции т). 


5(1) 


Рис. 2.32 


Аналогичное построение для треугольного импульса изображено 
на рис. 2.31. Из общего определения автокорреляционной функции, 
а также из приведенных примеров видно, что безразлично, сдвигать 
ли сигнал на величину т вправо или влево относительно своей копии. 
Поэтому можно наряду с выражением (2.107) исходить из следующего 
определения автокорреляиионной функции: 

© 
фо) = { 50050 т). (2.109) 


——0оо 


Это равносильно утверждению, что ф(т) является четной функ- 
цией т. | 

На рис. 2.32, а показан сигнал в виде пачки из четырех одинаковых 
импульсов, сдвинутых один относительно другого на время Ту, а на 
рис 2.32, 6 — соответствующая этому сигналу автокорреляционная 
функция. Вблизи значений т, равных 0, + Т:, +27; и +ЗГ., эта 
функция имеет такой же вид, как и для одиночного импульса 
(см. рис. 2.30, г). Максимальное значение автокорреляционной функ- 
ции (при т = 0) равно учетверенной энергии одного импульса. 

Для периодического сигнала, энергия которого бесконечно велика, 
определение автокорреляционной функции с помощью выражений 
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(2.107) или (2.109) неприемлемо. В этом случае исходят из следующего 
определения: 


1/2 
Флер (9) = іт 6 505—194 = 
Ты У НЕ о , 
т/2 
= Пт 1 {800504 т) 42, (2.110) 
Т>о Т 719 


При таком определении автокорреляционная функция приобре- 
тает размерность мощности, причем ф,.р (0) равно средней мощности 
периодического сигнала. Ввиду периодичности сигнала $(№), усред- 
нение произведения 5(7)5(/ — т) или $(/) $(7 + т) по бесконечно боль- 
шому отрезку Т должно совпадать с усреднением по периоду 7. 
Выражение (2.110) можно поэтому заменить следующим выражением: 


| Т,/2 т, /2 
09) 2080—90). ) 5050-9). (2.111) 


Входящие в это выражение интегралы суть не что иное, как авто: 
корреляционная функция сигнала на интервале Т:. Обозначая ее 
через %т, (т), приходим к соотношению 


т 
Фа) 09. (2.19) 
и 

Из (2.111) вытекает также очевидное утверждение: периодиче- 

скому сигналу 5(/) соответствует и периодическая автокорреляционная 

функция фир (т). Период функции фнер (т) совпадает с периодом 7; 

исходного сигнала 5(1). Так, например, в случае простейшего (гармо- 

нического) сигнала $(1) = А ,с0$(®оЁ — Ф), автокорреляционная функ: 
ЦИЯ 


д? Т,/2 
Фер (7) гч \ с0$ (002 — ф):соѕ [00 (#— т) — Ф] 4 = 
1 2 
1 2 
= => 4060$ 00, ®=т.. (2.113) 


При т= 0 фе (0) = 1/2 Ао есть средняя мощность гармонического 
колебания с амплитудой А,. Важно отметить, что автокорреляцион- 
ная функция ф,.р (т) не зависит от начальной фазы колебания Ау. 

На рис. 2.33, б изображена автокорреляционная функция сигнала, 
представляющего собой периодическую последовательность прямо- 
угольных импульсов (рис. 2.33, а). Каждый из импульсов функции 
Фер (7) совпадает по форме с автокорреляционной функцией одиноч- 
ного импульса из периодической последовательности 5(0. Однако 
в данном случае максимальные ординаты %,. р (т) равны не энергии 
(как на рис. 2.32), а средней мощности сигнала 5$(1), т. е. величине 


$2(2). 
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Для оценки степени связи между двумя различными сигналами 
$1(1) и 52(1) используется взаимная корреляционная 
функция, которая определяется выражениями, аналогичнымн 
предыдущим: 

[•,•) оо 


Фб) = } #0я(—94= \ 51004-1) 50000. (2.114) 


—соо -—0о0 


Автокорреляционная функция 1(т) является частным случаем 
функции 142(т), когда сигналы 5$1(#) и $:(/) одинаковы. 


Рис. 2.83 


Построение взаимной корреляционной функции для двух сигналов 
дано на рис. 2.34, а, би в. Как видно из рис. 2.34, а, один сигнал яв: 
ляется прямоугольным, а другой — треугольным импульсом. На 
рис. 2.34, а изображено исходное положение (т == 0). Площадь под 
кривой произведения 515» пропорциональна заштрихованной области. 
На рис 2.34, б сигнал $›({ — т) смещен на величину т вправо относи- 
тельно исходного положения. Площадь под кривой $5; стала больше, 
что равносильно возрастанию корреляционной функции. 

На рис. 2.34, в изображена функция \и (т). Пик этой функции по- 
лучается при значении т, соответствующем максимуму площади, 
перекрываемой сигналами $, и 82. 


На рис. 2.35, а, б и в показаны два гауссовых импульса и соответствующая 
им взаимная корреляционная функция, которая также является гауссовой. 

Эта особенность гауссовых импульсов может быть легко установлена путем 
вычисления %ф;,(т). Пусть сигналы $1(1) и $›(1) определяются выражениями 


1 — 202 
НО = з 
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1 — у а? 
а (0 Е У2ла, З | 


Тогда взаимная корреляционная функция этих сигналов согласно (2.114) 


равна 
4. 


/ 
5, (#) 


1 
| 
| 

да 


оо 
1 1 а (2 — т) 
фә (т) = За в { е а Р | к < са 


1 ія 
а 
4 52 (6). 
| 
| 
| 
| № | (С) 
БЫ [ 
==" 
8) и Ы 6) 0 а, 4 
‚ Рис. 2.34 е Рис. 2.35 


Показатель подынтегральной функции при помощи «дополнения до квадрата» 
можно преобразовать к виду 


Второй член полученного выражения не зависит от #, поэтому показательную 


функцию 
Ри Е И, 
(УЗ) 


можно вывести за знак интеграла, а оставшаяся под интегралом функция при- 
— 14 

водится к выражению Ае“, где новая переменная у и постоянная А опреде- 

ляются из формул 


12 


Учитывая, что 


окончательно получаем 


МЕ | И 2л аа, ых 1 т 2 

13 а == —— — —— | —жж=————— ЕЕЕ 
дла, 
лао |У о аз (И аа 


1 1 ны | я 212 
Е" нал аан А | эя р] р] )- ———— 4 
уа “(т 9+4) уна 


Таким образом, взаимная корреляционная функция двух гауссовых импуль. 
сов представляет собой также гауссов импульс, причем постоянная а; :; функции 
4. однозначно связана с ду и а,: 


ань а + а? 


По своим свойствам взаимная корреляционная функция отли- 
чается от автокорреляционной функции, так, например, при т = 0 
взаимная корреляционная функция не обязательно достигает макси- 
мума. Кроме того, взаимная корреляционная функция не обязательно 
является четной (или нечетной) относительно т. 

Рассмотрим теперь взаимную корреляционную функцию двух гар- 
монических сигналов. Пусть частоты сигналов одинаковы, но началь- 
ные фазы Фф, и фз различны: 


51 (2) = А, с0$ (01 — Ф), 52 (1) = А, со$ (@Ё — фо). 


Подставив эти выражения в (2.114) и выполнив несложные вычис- 
ления, получим 
А2 
а (т) = ———— СО5 [от — (Ф: — Ф). (2.115) 
Отсюда видно, что взаимная корреляционная функция для двух 
гармонических колебаний (с одинаковой частотой ©) зависит от раз- 
ности фаз Фі и Фо. В случае, когда частоты двух гармонических коле- 
баний кратны, т. е. ви == 2л/Т:, 2 = пе; = н2л/Ту, п = 2, 3, 4, ..,, 
эти колебания взаимно ортогональны и интеграл, входящий в вы- 
ражение (2.114), обращается в нуль. 
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2.14. СВЯЗЬ МЕЖДУ АВТОКОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИЕЙ 
И СПЕКТРАЛЬНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ СИГНАЛА 


Основываясь на выражении (2.63) и приравнивая в нем $; (#) =$ (1), 
$2 (1) =5({—т), мы можем написать 


са [5 


{ 5.0), (0) 4 = (500) 5(2—1) 4 = 
=$(=5- | $1 (0) 8 (о) ао, (2.116) 
где и 
$1 (о) = $ (0) 


— спектр исходного сигнала < ({), а 
$» (@) = $ (0) е—" 
— спектр того же сигнала, задержанного на время т. 


Следовательно 
$2 (о) = 5" (в) ет. (2.117) 


Подставив $; (є) и 52(®) в выражение (2.116) и учитывая, что 
5 (о) 5* (о) = [5 (®)]', 


получим искомое выражение 


$ (т) => } [$ (©)? ео до. (2.118) 


На основании известных свойств преобразований Фурье можно 
также написать: 


[$ (©)]? = ( р (т) ет дт, (2.119) 


Итак, прямое преобразование Фурье (2.119) над автокорреляци- 
онной функцией % (т) дает спектральную плотность энергии [5 (©)]?, 
а обратное преобразование (2.118) дает автокорреляционную функ- 
цию 1 (т). 

Из выражений (2.118) и (2.119) вытекают свойства, аналогичные 
_ отмеченным в $ 2,10: чем шире спектр $ (0) сигнала, тем меньше 
«время корреляции», т. е. величина сдвига т, в пределах которого 
автокорреляционная функция отлична от нуля. Соответственно, 
чем больше время корреляции заданного сигнала, тем уже его 
спектр. 
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Из выражений (2.118) и (2.119) также видно, что автокорреля- 
ционная функция %№ (т) не зависит от фазовой характеристики 
спектра сигнала. Так как при заданном амплитудном спектре $ (0) 
форма функции 5(/) существенно зависит от фазового спектра, то 
можно сделать следующее заключение: различным по форме сигна- 
лам $(1), обладающим одинаковыми амплитудными спектрами, со- 
ответствуют одинаковые автокорреляционные функции ф (т). 


2.15. РАЗЛОЖЕНИЕ СИГНАЛА ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПОЛИНОМАМ 


В $2.2 отмечалось, что в тех случаях, когда требуется осуществ- 
лять аппроксимацию заданной функции времени с помощью ограни- 
ченного числа членов ряда, применяются различные системы специаль- 
ных, не гармонических функций. 


Чебышева [ !-го рода) 
7, (1) 


Чебышева (2-го рода) 
4 (=) 
Лагерра 


рмита 


Рис. 2.36 


В общем случае условие ортонормированности функций записы- 
вается в виде 


при п = т, 


А 0 
ә. (0 „(0р0 “| ава (2.120) 


где 0(/) — «весовая функция» или «функция веса». 

В формуле (2.3) функция веса была приравнена единице. Выбо- 
ром той или иной весовой функции можно выделять наиболее су- 
щественный для анализа участок сигнала. Некоторые весовые функции 
изображены на рис. 2.36. Здесь и в дальнейшем под { подразумевается 
безразмерное время. 

При определении коэффициентов обобщенного ряда Фурье с уче- 
том весовой функции следует исходить из формул, аналогичных фор- 
муле (2.9): 
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, | 
с, =, (0р0 2, (2.121) 


где Фф, (/) — ортонормированная функция. 

Перечислим наиболее распространенные специальные функции 
и кратко рассмотрим их свойства. 

1. Полиномы Якоби определены на интервале |[—1, +1] выражением 


рб. В (уу С уц 0107, п=0, 1,2, 3... (2.122) 
2^.пі (1) 4 


В данном случае весовая функция определяется формулой 
(д = (01—0° (1 03, | 
где параметры а и В удовлетворяют условиям 
я > 1, В —1. 


От выбора х и В существенно зависит поведение полиномов. 
Раскрывая (2.122), получаем: 

Р (0) = 1, 

Ре (д = а + 0В100010, 


Р = аг 1009: 20602 0) +2@+2)8+2)@+0@—0+ 
++ 106+ 290—101. 


Графики полиномов Якоби здесь не приводятся ввиду их сложности 
и многообразия. 
2. Полиномы Лежандра определяются на интервале [—1, +61] 


формулой 


р Р | а" (12 — 1)" =: 
п (#) д и йа: 10, 1, 6. 8, в (2.123) 
Весовая функция р (4) = 1. 
В частности 
Рой = 1, 
РЕЙ = 


Р, (1) = > (3—1). 
Р, (0 = = (54° — 3), 
Р, (0) = =. (35 — 300° 4 3). 
На рис. 2.37 представлены графики первых пяти полиномов. Как 


можно заметить, полиномы Лежандра являются частным случаем 
полиномов Якоби при а = 0 и В == 0, 
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КАИ 
КЕРЕЕРЕРИЙ 
2277] 
ҮТ Т 17 
ПУА УХУ 
ТУ ХМ 


— 


Рис. 2.37 


3. Полиномы Лагерра определяются на полуоси (0, оо) выражением 
, ра 
е { 


п! 


159 (1) = < (е1 +а), (2.194) 


где о — произвольное комплексное число. 
В данном случае весовая функция р (1) = іе“. 
При &=0 


а Ба 
ВО=Е-аЬ = 152—341. 


Рис. 2.38 
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Так как полиномы Лагерра образуют систему расходящихся при 
{ —> оо функций, удобнее пользоваться функциями Лагерра 


1, (1) = М о(1)/.„(0) == 6707 Ё (2). (2. 125) 


При этом функции Лагерра ортогональны с единичным весом. 

На рис. 2.38 приведены функции Лагерра при п = 1,2, ... 5. 

4. Полиномы Эрмита ортогональны на всей оси (—оо < #< оо) 
и определяются формулой 


Н, (0 =(— "е" е-е, п=0, 1, 2, 3, ... (2.126) 


05 10 15 20 25 30 
Рис. 2.39 


Весовая функция р (#) =ехр ( — 1). 
В частности, 
Н.,(0) = 1, Н (0 = 24, 
Н,(0) = 42 —2, Н,() = 812 — 121. 


Графики первых четырех полиномов Эрмитта приведены на рис. 2.39. 
5. Полиномы Чебышева 1-го рода и 2-го рода определены в проме- 
жутке [—1, +11 формулами 


Т, (2) = соѕ (п агссоз #) = =. 0 И 2—1)" (2 —1)"], 


і 1) г і 1 Д 
О (0) = К тес Д ез Тан (2) = 


= туар НИР) 5 -@ ИР)". (2.127) 


Весовые функции имеют вид 
1 
т === ДЛЯ полиномов Т (1), 


р()=У1—Ё для полиномов О, (0). 
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Полиномы Чебышева низших степеней: 


Го = 1, Г) =}, (0% (1) = 1, 
Т,(0) = 92 — 1, =, 
Т,(0) = 49 — 31, И, (0) = (4 — 1), 
Т,(0) = 811—802 1. 0,00) = (812 —40). 


На рис. 2.40 представлены графики полиномов 7.(0). 

Важной особенностью многочленов Чебышева является то, что 
из всех многочленов степени п со старшим коэффициентом, равным 1, 
они наименее уклоняются от нуля на отрезке [—1, +11. 


Я АХ. (; У 


МУКА 
О 


250 


т, 


н Ре 


а... 


24 01 03 05 07 


Рис. 2.40 


Другими словами, полиномы Чебышева обеспечивают наимень- 
шую максимальную ошибку равномерной аппроксимации на интер- 
вале. | 

Из сделанного перечисления видно, что ортогональные системы 
можно разбить на два класса: а) системы, определенные на конечном 
интервале, например, полиномы Якоби, Лежандра, Чебышева; б) систе- 
мы, определенные на бесконечном интервале, представляющем собой по- 
луось 0< {< оо (в случае полиномов Лагерра) или всю ось—оо</<оо 
(в случае полиномов Эрмита). Для аппроксимации импульсных сиг- 
налов и характеристик, ограниченных в длительности, естественно 
применять ортогональные системы первого вида. В случае сигналов, 
существующих в бесконечном интервале, целесообразно применять 
системы второго рода. 

Как уже отмечалось. ранее, важным вопросом является выбор ве- 
совой функции. Он должен быть тесно увязан с видом аппроксими- 
руемой функции: весовая функция должна достигать максимума на 
участке, где требуется наилучшая аппроксимация. При этом откры- 
вается возможность сокращения числа членов ряда при заданной до- 
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пустимой ошибке аппроксимации. Выбором весовой функции можно 

также осуществить аппроксимацию сигналов конечной длительности 

полиномами второго вида (определенными на бесконечном промежут- 

ке). Для этого необходимо, чтобы эффективная длительность весовой 
фувкции была близка к длительности сигнала 
70. 

2(е)45с:$. (1) Д) 


0 005 015 025 035 005 055 065 075 085 095 % 


Рис. 2.41 
с 

(Ес; (2) сӯ = 2031 св "1,03 

с и с =-0,57 
сз = -8,58 10“ 7% 

25; Я (6) С, = 0.79 С, ыы -3,87' 
+0 рег Суг = -0,45 

с." 4,97 С, +270 

с(ё Св = -130 75° 

) Су-33 Си =0,41 

215 = -2,22 


КЕ 0,25 05 0,75 76 


Рис. 2.42 


Примеры аппроксимации некоторых функций приведены на 
рис. 2.41 и 2.42. 

На рис. 2.41 изображены две функции х(/): переходная функция 
(кривая /) и импульсная характеристика (кривая 2) некоторой элект- 
рической цепи. Эти функции заданы своими значениями, отмеченными 
кружками. На оси абсцисс отложено безразмерное время, представ- 
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‚ЗА 


ляющее собой истинное время, отнесенное к величине интервала, на 
которсм задана функция х(№). Так как этот интервал конечен, причем 
наилучшая аппроксимация требуется при значениях 2, близких к ну- 
лю, то целесообразно выбирать полиномы Чебышева 2-го рода с ве- 
совой функцией р = И 1 — В. 

На рис. 2.41 представлены результаты суммирования первых 11 
членов разложения х(#) по указанным полиномам; таким образом, ор: 
динаты расчетных точек, отмеченных крестиками, определялись по 


формуле 
10 
00 = Хе, И, (0). 


Значения (/,(7) подставлялись по формуле (2.127), а коэффициенты с» 
вычислялись на ЭЦВМ по формуле 


1 
„= {\ хи, утв 4. 
а 


Значения с, для обеих функций х(#) приведены на рис. 2.41. 

На рис. 2.42 приведен аналогичный пример аппроксимации функ: 
ции х(Р с помощью первых шестнадцати членов разложения по поли- 
номам Чебышева 2-го рода. Из графиков рис. 2.42 следует, что наиболь- 
шие локальные ошибки имеют место в точках быстрого изменения 
кривых. При аппроксимации сильно изрезанной кривой ограниченным 
рядом из небольшого числа полиномов происходит сглаживание ап- 
проксимируемой функции. 

Остановимся на вопросе о спектрах при разложении сигнала по 
специальным функциям ф,. По аналогии с гармоническим спектром 
Фурье можно ввести понятия о спектре Чебышева, спектре Лагерра, 
спектре Лежандра и т. д. 

Спектр Фурье характеризует коэффициенты, с которыми гармо- 
нические колебания с различными частотами входят в состав рассмат- 
риваемого сигнала. По аналогии, спектры Чебышева, Лагерра и т. д. 
характеризуют коэффициенты с„, определяемые по формуле (2.121), 
с которыми соответствующие специальные функции Ф, входят в состав 
сигнала. 

Установим связь между различными спектрами!. С этой целью пред- 
ставим заданный сигнал (конечной длительности) в виде ряда 


50) = УХ с, $, (0), (2.128) 
п=0 
где ($„(2)] — система ортогональных полиномов. 


1 См. статью Башевского С. М. в журнале «Радиотехника и электро- 
ника», АН СССР, 1969, № 7, | 


4 Зак. 137 81 


`Умножив обе части выражения (2.128) на е`“»' и проинтегриро- 


свав по интервалу (а, 5), на котором задана функция 5(1), получим 
Б 
\ іф $ 
\з(де № = 


а 


У с, Фф, ев! 41 = 
0 


п == 


ф, (е 4. (9.129) 


) 
а 
00 [4 
= У с, \ 
п ==0 а 
'Нетрудно видеть, что левая часть этого выражения определяет ко- 
-эффициент А-й гармоники нормированного тригонометрического ряда 
"Фурье для сигнала 5(1), а интеграл в правой части — коэффициент 
‘такого же ряда для базисной функции фь. (2). 
Обозначим первый из них буквой $», а второй буквой Ф,„,. Тогда 
‘выражение (2.129). принимает вид: 
од 
5. = Ў с, Фа. (2.130) 


п=0 


‘Коэффициенты Ф„ь не зависят от сигнала $2). 

Таким образом, выражение (2.130) устанавливает связь между 
спектром Фурье 5, заданного сигнала $(#) и спектром коэффициентов 
‚с, того же сигнала при выбранной ортогональной системе {ф„(1}. 

Базисные функции ф„(2) могут иметь весьма сложный спектр Фурье 
Ф. Этим и объясняется, что применение специальных ортогональ- 
‚ных полиномов позволяет в некоторых случаях аппроксимировать 
‘функцию 8(/) меньшим числом членов, чем при использовании гармо- 
‚нического, разложения. 


Информация и сигнал 


3.1. СЛУЧАЙНЫЕ СИГНАЛЫ И ШУМЫ 


Информация, передаваемая по каналу связи или. извлекаемая 
в результате измерения, заключена в сигнале. До приема сообщения 
(до испытания) сигнал следует рассматривать. как случайный процесс, 
представляющий собой совокупность (ансамбль) случайных функций. 
времени. Одна из этих функций, ставшая полностью известной после 
приема сообщения, называется реализацией случайного процесса. 
Эта реализация является уже не случайной, а детерминированной 
функцией времени. 

Перечисленные в гл. | помехи, присущие любому каналу. связи, 
также представляют собой случайный процесс. 

Основной характеристикой случайного процесса.является.закон. 
распределения вероятности мгновенного значения 
случайной функции, отсчитанного в какой-либо фиксированный мо» 
мент времени..На рис. 3.1 изображен ансамбль функций х1(#), х›(?) ..., 
образующих случайный процесс Х(#). Значения, которые могут при- 
нимать отдельные функции в момент времени ѓ = 2, являются случай- 
ными величинами х!(&), х2(№,) ... 

Вероятность того, что величина х,(ѓ,) при измерении попадет в ка- 
кой-либо заданный интервал (а, 6), определяется выражением 

| Ь 
Р(а< х, 6) = \ р(х ах. | (3.1) 
а 

Функция р(х) представляет собой дифференциальный закон  рас- 
пределения случайной величины х; р(х) называется одномерной: 
плотностью вероятности, а Р — интегральной вероят- 
ностью. 

Функция р(х) имеет смысл для случайных величин х непрерывного · 
типа, могущих принимать любое значение в некотором интервале. 

При любом непрерывном распределении [при. любой функции: 
р(х)1 должно выполняться равенство 


* макс 
п (5) й5= 1, (3.2). 
мин 


где Хыин Н Хмако — Границы возможных значений х.. 
4* | 83; 


Если же х является случайной величиной дискретного типа и может 
принимать лишь одно из конечного числа дискретных значений, то 
(3.2) должно быть заменено аналогичным выражением 


УР, =1. (3.2') 


Здесь Р, — вероятность, соответствующая {-му уровню величины х. 
Задание одномерной плотности вероятности р(х) позволяет произ- 
вести статистическое усреднение как самой величины х, так и любой 


2; (20) 2; (6) 


функции /(х). Под «статистическим» усреднением подразумевается 
усреднение х по множеству (по ансамблю) в каком-либо «сечении» 
процесса, т. е. в фиксированный момент времени. 

Из теории вероятности известны следующие равенства: 

— среднее значение (математическое ожидание, первый момент) 


а 


(х) == \ хр(х) ах, (3.3) 


— 00 


— средний квадрат (второй момент) 
оо 


{хёу= \ х? р(х) ах; (3.4) 


— средний квадрат флуктуации (дисперсия) 


а = < (х— (>) = (х2) — (>). (3.5) 
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[ Различают случайные процессы стационарные и неста- 
ционарные. В случае стационарного процесса одномерная плот- 
ность вероятности р (х) не зависит от времени. 

Стационарный процесс называется э р годическим, если усред: 
нение случайной величины по множеству эквивалентно усреднению 
по времени в пределах одной реализации. Простым примером стацио- 
нарного эргодического процесса может служить совокупность гар- 
монических колебаний со случайными начальными фазами. } Пусть 
амплитуды и частоты всех колебаний одинаковы и заранее достоверно 
известны, так что любая из реализаций! ансамбля может быть записа- 


на-в форме 
5, (#) = Аз со$ (00 —1ф,). (3.6) 


От детерминированного гармонического колебания эта функция 
отличается тем, что фаза ф, у нее — случайная величина, которая с 
одинаковой вероятностью может принимать любое значение в интер- 
вале от 0 до 2л. Это означает, что плотность вероятности р ($) являет- 
ся ое величиной в интервале 0,2л и, следовательно, с уче- 
том (3.2) 


р ($) =—. (3.7) 


При усреднении $(1) по множеству, по формуле (3.3) получаем 


21 2л 


<>=): ра ое | 051 ) 4ф==0, 


так как функция соѕ («0,2 — 1р) является периодической функцией 1, 
с периодом 27. 

При усреднении $(/) по времени вдоль любой реализации получается 
тождественный результат 


Г/2 То/2 
(0) = Літа -- { в0) = \ соз (0,2—4) 4 = 
Г-® Т _рџә 7 ту 


Здесь Т, = 2л/ о, — период рассматриваемой функции времени. 

Легко показать эквивалентность усреднения по множеству реали- 
зации и вдоль реализации для 5(#) и некоторых других функций /. 

Примером процесса стационарного, но не эргодического, является 
процесс вида 


$ (Е) = Ао соѕ (07 —%р) -- соѕ ф, 


где фр и ф являются случайными (взаимно независимыми) и равнове- 
роятными в интервале 0,2л величинами. 

В отличие от предыдущего процесса каждая из реализаций содер- 
жит, кроме гармонического колебания, еще независящую от времени 
случайную функцию соѕф. При усреднении по множеству, как и ранее, 
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-< 5> = 0, между тем как при усреднении влоль процесса матема- 
‘тическое ожидание ‘$ (Г), равное соз фь, будет отлично от нуля и не- 
‘одинаково для различных реализаций. 

В приведенном выше примере стационарного процесса (3.6) опе- 
‚рации усреднения проводились с использованием плотности вероят- 
‚ности р(ф). В ряде случаев целесообразно оперировать с плотностью 
‚вероятности непосредственно колебания $, т. е. с функцией р(5). 

Найдем эту функцию. Выделим интервал $, $ + 4$ (рис. 3.2) 
‚и составим выражение для вероятности р($}4$ того, что случайная 
‚величина 


$ (#1) = А со$ («В — 4), (3.6') 


Рис. 8.2 


получающаяся при измерении $ в момент &, попадает в этот интервал. 
‚Для гого чтобы это событие свершилось, необходимо, чтобы полная 
· фаза в .момент отсчета 4 попала в один из двух заштрихованных на 
‚ рис. 3.2.фазовых интервалов. Обозначим аргумент косинуса ‘{ — ф. 
‘через В, т. е., полагаем, что 


5 = А, созВ. 


'Из рис. 3,2 видно, что искомая вероятность р(5)4$ совпадает с: вероят* 
‚ ностью‘ попадания В в один из двух заштрихованных участков на оси 
абсцисс (рис. 3.2). Эта последняя вероятность равна 2р(В)аВ, где 
‚ р(В) — плотность вероятности случайной величины В 

Так-как фаза ф равновероятна в интервале 0,2л, то и В.также рав- 
‹новероятна в интервале оѓ, (&--2л). Следовательно, 


р (8) == (3.8) 


(9) 4 = 2р (В) аВ = 48, 


‹откуда искомая функция будет 


1 
р(5) = — :. 


а. 


те 


Но 


= = А, | ѕіпв| = А, М1 —соѕ В = И Ао — 5 .. 
_ Таким образом, окончательно, 
— | 4 Й 
= —, —А<$ < + 4... (3.9): 
$ , . 0°. 


График этой функции изображен на рис. 3.3. 


р(х) 


р(5) 


Рис. 3.3 Рис. 83.4 ` 


Заметим, что одномерная плотность вероятности‘ гармонического › 
колебания со случайной фазой совершенно не зависит от частоты Ф. 

Используемые в радиотехнике непрерывные случайные сигналы ' 
обычно являются суммой: большого числа гармонических колебаний, . 
амплитуды и.фазы которых либо совершенно независимы, либо слабо: 
связаны между собой. Возникает вопрос: каково распределение вех: 
роятностей подобного сигнала? 

Ответ на этот вопрос дается центральной предельной“ теоремой" 
теории вероятностей, которая утверждает, что ‘распределение вероят- 
ностей для суммы независимых случайных величин с ростом числа сла- · 
гаемых стремится (независимо от законов распределения слагаемых) ) 
к нормальному (гауссову) закону 


е0 
р(х) = тэа 20, (3.10), 
у ха 


Здесь хи о? — среднее значение и дисперсия суммы. Графики нор-. 
мального закона распределения для некоторых значений с изображены · 
на рис. 3:4. 

Основываясь на. центральной предельной : теореме, приходим к; 
оледующему. важному. положению: во всех случаях, когда рассматри- · 
ваемый сигнал является суммой большого числа взаимно независимых (по. 
амплитудам. и. фазам). гармонических колебаний; среди которых нет: 
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доминируюших, распределение его близко к нормальному. Нормальный 
вакон распределения случайных величин чаще других встречается в 
природе. Он очень удобен для анализа. Поэтому случайные про- 


цессы, распределение которых не слишком сильно отличается от 


нормального, часто заменяют нормальным процессом. Нормальный 
закон особенно характерен для помех канала связи. 

Некоторые другие законы распределения, с которыми приходится 
иметь дело при преобразовании сигналов в различных цепях, линей- 
ных и нелинейных, будут рассмотрены в соответствующих главах. 


Если процесс стационарен и эргодичен, то х имеет смысл постоян- 
ной составляющей, а с? — средней мощности флуктуационной состав- 
ляющей любой из реализаций процесса. 


3.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ И КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ 
СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 


Подразумевая под случайным процессом множество (ансамбль) 
случайных функций необходимо иметь в виду, что отдельным функ- 
циям, обладающим различной формой, соответствуют и различные 
спектральные характеристики. Усреднение комплексной спектральной 
плотности, введенной в $ 2.6 или $ 2.12, по всем реализациям при- 


водит к нулевому спектру процесса (при х=0) из-за случайности 
н независимости фаз спектральных составляющих в различных реа- 
лизациях. Можно, однако, ввести понятие спектральной плотности 
среднего квадрата случайной функции, поскольку величина среднего 
квадрата не зависит от фазировки суммируемых гармоник. Если под 
случайной функцией $(1) подразумевается электрическое напря- 
жение или ток, то средний квадрат этой функции можно рассмат- 
ривать как среднюю мощность, выделяемую в сопротивлении | ом. 
Эта мощность распределена по частотам в некоторой полосе, зависящей 
от механизма образования случайного процесса и от формы частотной 
характеристики цепи. Спектральная плотность средней мощности 
представляет собой, очевидно, среднюю мощность, приходящуюся на 
[гц при заданной частоте о. Введенную таким образом спектральную 
плотность (о) в дальнейшем будем называть энергетическим 
спектром функдии 5(2). Смысл такого названия заложен в раз- 
мерность функции (0), являющейся отношением мощноёти к полосе 
частот: 


[№ (©)] = Ет == [мощность х время] = [энергия]. 
полоса частот 
Энергетический спектр может быть найден, если известен ме- 
ханизм образования случайного процесса. Применительно к шумам, 
связанным с атомистической структурой материи и электричества, эта 
задача будет рассмотрена в $ 6.7. Здесь же мы ограничимся нєсколь- 
кими замечаниями общего характера. 
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Выделив из ансамбля какую-либо реализацию х,(#) и ограничив 
ее длительность конечным интервалом Г, мы можем применить к ней 
обычное преобразование Фурье и найти спектральную плотность 
_Хьт(«). Тогда энергия рассматриваемого отрезка реализации может 
быть вычислена с помощью формулы (2.66): 


Г оо 
Евт = \ хат (0) а = = \ |Хът (о) |? ао. 
0 —о : 


При устремлении Т к оо, энергия Ёт бесконечно возрастает, однако 
средняя за время Т мощность А-й реализации остается конечной и в 
пределе 


ос 


т а. Ви == | [Хь (6) 1 ( 
Хь (2) == |і т == Шт и ала г (3.11) 


Т-> оо 2< 


где 
[Х ьт (@) |а 


= (3.12) 


Т» ос 
представляет собой спектральную плотность средней мощности рас: 
сматриваемой ^-й реализации. 

В общем случае величина №, (4%) должна быть усреднена по мно- 
жеству реализаций. Ограничиваясь в данном случае определением 
энергетического спектра стационарного и эргодического процесса, мы 
можем считать, что найденная выше путем усреднения по одной реа- 
лизации функция №, (0) характеризует весь процесс в целом. Опуская 
индекс Аё, получаем окончательное выражение для энергетического 
спектра: 


|Хт (о) | 


№ (0) = Им (3.13) 


Из определения энергетического спектра {(о) как средней мощ- 
ности, приходящейся на один герц, вытекает, что полная средняя мощ- 


ность случайного процесса 


оо 


х2 (0) = \ М (о) ао. (3.14) 


2д, 


—%0 


Если рассматривается случайный процесс с ненулевым средним 


значением х(#), то энергетический спектр следует представлять 
в форме 


И (о) = (00) 216 (о) -- 1, (0), (3.15) 


где (<) — сплошная часть спектра. 
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‘При :интегрировании по {= ®/2л, первое слагаемое в правой 
‘части (3.15) дает (х(2))?, т. е. мощность постоянной составляющей, а 
‚второе — мощность флуктуационной составляющей, т. е. дисперсию 

ра | 
= \ №, (©) ао. (3.16) 
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`В случае процесса с нулевым средним 


2 = 0 = \ № (ә) 4. (3.17) 


Следует подчеркнуть, что энергетический спектр №(®) не позво: 

‚ляет восстановить исходную реализацию, так как выражение для 
(0) получено ‘на основе равенства Парсеваля, не учитывающего 
‹фазовую характеристику спектра сигнала. 

Обратимся к определению другой характеристики случайного 
‚процесса, тесно связанной с энергетическим спектром — автокорре- 
.ляционной функции (т). 

‚Наиболее общее. определение этой функции 


Ф (вл, 5) = <х (В) х (22), (3.18) 


Согласно ‘этому определению автокоррєляционная функция слу: 
‘чайного процесса х(#) представляет собой статистически усредненное 
произведение значений случайной функции х(ѓ) в моменты времени & 
И р. 

Для каждой реализации случайного процесса произведение 
х,(И)х, (15) является некоторым числом. Совокупность реализаций об- 
‘разует множество случайных чисел, распределение которых харак- 
теризуется двумерной плотностью вероятности р(х;,, х;,). 

При заданной функции р(х;,, х,,) усреднение по множеству, сим- 
волически обозначенное в выражении (3.18) треугольными скобками, 
‹осуществляется по формуле 

оо оо 


(а. = \ хх рб, ж.)ах, ах, (3.19) 


—0оо —о0 


`В общем случае при нестационарном процессе автокорреляционная 
‘функция \р,.(Д, 22) зависит от обоих моментов времени 4 и &.. 

Если процесс стационарен, то совместное распределение вероят- 
‚ности зависит не от самих значений В и #2», а только от их разности 
т = 2, — В. В этом случае автокорреляционная функция оказывается 
‹функцией интервала т: 


р (21, 65) = р, (А, Ё т) = р, (т). (3.20) 


Если. процесс: не только стационарен, но и эргодичен, то усреднение 
по множеству может быть заменено усреднением по времени в пределах 
‹одной реализации: 
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Г/2. 
Ф.) = 0) = іт = (хта (3.21) 
Т» о —1/9 
Здесь черта над функцией означает операцию усреднения по вре-- 
мени. Как и в случае детерминированного (периодического) сигнала · 
[см. (2:111)1, %,(т) имеет размерность мощности. При т =0ф, (0) рав-. 
на полной средней мощности процесса: 


%, (0) — (х) оё, (3.29) } 


При анализе случайных процессов часто основной интерее пред-· 
ставляет только нормированная флуктуационная. составляющая. . 
В таких случаях применяется нормированная. корреляцион- - 
ная функция 


—х) (х1. —х р (т) (0). МЕЧИН 
ЕЕ ) = 1, (3.23): 


 Корреляционная функция А, (т) характеризует связь (корреляцию) ; 
между значениями [х(—х!, разделенными. промежутком т. Чем мед- - 
леннее, плавнее изменяется во времени х(/), тем больше промежуток“ 
т, в пределах которого наблюдается статистическая связь между мгно-- 
венными значениями случайной функции. 

С другой стороны, скорость изменения функции. зависит. от ее: 
спектра. Медленно меняющейся функции соответствует узкий спектр, 
а быстро меняющейся — широкий спектр. Отсюда видно, что между, 
‚ автокорреляционной функцией и энергетическим спектром. случай-. 
ного процесса имеется тесная связь. 

Существует теорема Винера — Хинчина, утверждающая, что. р, (т) : 
и №, (о) связаны между собой преобразованиями Фурье: . 

И, (о) = \ Ф, (т) е- ‘от ат, (3.24): 
— со 
о 
І с 
о ) И, деи" о. (3:25) 
п 


— СС 


Из этих выражений вытекает положение, аналогичное свойствам · 
преобразований Фурье, установленным в гл. 2 для детерминированных 
сигналов: чем шире энергетический спектр случайного процесса, тем: 
меньше время корреляции и соответственно чем больше время корре- 
ляции, тем уже спектр процесса. 

Особый интерес представляет предельный случай «белого шума», . 
когда энергетический спектр равномерен на всех › частотах-—оо<0<0оо. 

Если в выражение (3.25) подставить \. (6). == \/, = 0034, то по-.. 
лучим [см. (2.98) 1: 

91. 


со 


р, (т) = 1, 38 \ еѓот до = \У (т), (3.26) 
где (т) — дельта-функция. 

Для белого шума с бесконечным и равномерным спектром корре- 
ляционная функция равна нулю для всех значений т, кроме т = 0), 
при котором %,(0) обращается в бесконечность. Подобный шум, име- · 
ющий игольчатую структуру с бесконечно тонкими случайными выбро- 


сами, иногда называют «дельта-коррелированным процессом». Дис- 
персия белого шума бесконечно велика. 


Поясним применение приведенных выше соотношений на примерах. 
Пусть заданы следующие параметры шумового напряжения (нормальный 
‚ стационарный процесс): эффективное значение иэфф = 2 в, энергетический спектр 
‚ !(0) равномерен в полосе частот от 0 до [1 = 10 Мгц. График (0), соот- 
| ветствующий этим условиям, изображён на рис. 3.5 (сплошной линией). 
В данном случае 


2 
и (2) 
фф = 
и, (6) = о! 1 9.10? 3 . 10 7 в? /гц. 


Автокорреляционная функция рассматриваемого процесса [формула (3.25)[: 


@ о 
1 1 у 1 1 
4; (т) = — М, (©) е7 ао = —— И. (©) соѕ «та = 
2л 2л, 


— 0; — 0; 
аа Тоо, рут рр Т ЧАР. шд 
2д, т т от 
Дисперсия шума 
0 = и = Фу (0) = 482. 
Нормированная автокорреляционная функция 
Ф, (т) зіл ут 
В, (т) = и > ще (3.28) 


График функции А; (т) представлен на рис. 3.6, а, 
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Вырежем из спектра исходного шума полосу от о = —0, = —?лЁ, до 


2 
о=0,=2лЕ;, обозначенную на рис. 3.5 штриховкой, и найдем Ф, (т), А2(1) и 02, 
соответствующие новому, более узкополосному шуму. 
При Е, = 2 Мгц получнм 
2 6.9,10—7 — 2 
05 = 22. №, (©) = 2.2.10".2:107 == 0,8в*, 
зто, т то, т 


== с, =? е == ‚8 в 
и В ег нь 
Ф (т) п 9, т 
Ка (0 = оё о" 


График Р, (т) изображен на рис. 3.6, а. Сужение спектра привело к растяжению 
графика А,(т) по оси т. Время корреляции увеличилось в },/Е; = 5 раз. 


Найдем теперь аналогичные характеристики для шума, спектр которого 
обозначен на рис. 3.5 двойной штриховкой. От предыдущего этот случай отли- 
чается положением спектральной полосы на оси частот. 


Дисперсия нового шума сз, очевидно, не отличается от о2, 
Автокорреляционная функция 


4—8) 
1 
з (т) = 7 | И, (о) ет о ~ 
— (= +21) 
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© 19) 
наг + 


1 1 
м | И, (о) е 71 ды = = | У, (0) соѕ ото == 
о 


1 1 
8 а Н 
а о о 
т (+ =") эт (в 2) = 
; Р р. 2 2 
= 2.107. | 2—2 А 2—6 
л + т 
‚ Я т 
1 ©, т на 2 
ав 2. 107—7. — .25т Е 95 Шт = 2: 107—* . 2р, ты ®от. (3.29) 
‚ Нормированная автокорреляционная функция 
ѕіп 91/2 
(== бов 3.30 
з (Т) 9, 2/2 о ( ) 


График Юз(т) изображен на рис. 3.6, 6. Огибающая функции А, (т) совпадает 
по форме с функцией К.(т), однако эта функция имеет вдвое большую протяжен- 
ность, высокочастотное же заполнение имеет частоту @®., равную центральной 
частоте спектра шума (см. рис. 3.5). 


8.3. ИНФОРМАЦИОННАЯ ЕМКОСТЬ ДИСКРЕТНОГО СИГНАЛА 


Под дискретным сигналом здесь подразумевается любой сигнал, 
могущий принимать лишь фиксированные, дискретные значения. При- 
мерами дискретных сигналов могут служить импульсные последова- 


0 = 


< Б е 5 


тельности, изображенные на рис. 3.7. На рис. 3.7, а представлена слу- 
чайная последовательность стандартных импульсов и пауз, причем 
их длительности одинаковы, Подобный сигнал получается при исполь- 
зовании двоичного кода, при котором импульс обозначает, например, 
«единицу», а пауза — «нуль» (или наоборот). На рис. 3.7, 6 представ- 
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лен дискретный сигнал, получаемый при более сложном коде. Им. 
пульсы передаются без пауз, информация содержится в амплитуде- 
импульса, которая может принимать одно из Ё значений (Ё >> 2). 

сновными параметрами любого сигнала являются: ширина ча- 
стотного спектра, длительность сигнала во времени и мощность. По- 
стараемся установить связь между указанными параметрами и коли- 
чеством информации, которое можно передать с помощью данного, 
сигнала. Рассмотрим сначала импульсную последовательность при; 


двоичном коде (рис. 3.7, а). 
По мере приема сообщения каждая ячейка на оси времени запол- 


няется импульсом или паузой, причем предполагается, что оба ис- 
хода равновероятны и независимы от предыдущих сообщений. При, 
этих предположениях количество информации, получаемой при прие- 
ме очередного сообщения (импульса или паузы), равно одной двоич-. 
ной единицей. 

При длительности ячейки т, количество информации в сообщении; . 
длящемся Т, очевидно, равно Т/т, дв. гд. Для повышения этого ко- 
личества необходимо сокращать длительность ячейки, т. е. импульса, 
однако при заданной ширине спектра х„. эта. длительность не может, 
быть меньше чем 


трее а (3.31). 


где ё — коэффициент, зависящий от формы импульса (см. $ 2.10). 
Из этого следует, что максимально возможное количество инфор- 
мации в рассматриваемом сигнале не может превышать 


Т Гош дв. ед. (3.32): 


Ти к 


Эту величину можно рассматривать как информационную емкость. 
импульсной последовательности длительностью Т при двоичном коде. 

Разделив выражение (3.32) на Т, получим предельную скорость 
передачи информации 


Еке . 8 дв. ед. (3.33) 


Следует оговориться, что столь простая связь между скоростью 
передачи информации и полосой частот сигнала получена в предпо- 
ложении, что уровень (мощность) сигнала настолько превышает уро- 
вень помех, присущих данному каналу связи, что обеспечивается впол-. 
не надежное различение импульса от паузы. 


' Количество информации, получаемое при достоверном приеме сообщения 
о событии, априорная вероятность которого Р, определяется выражением. 
| = [об ИР. При передаче сообщения о событии, имеющем два равновероятных. 
исхода, Р е 1/2 и / = [ор 2. При выборе основания логарифма равным 2 полу: 
чается одна двоичная единица [«бит», сокращение двух слов «Біпагу. 41», 
(двоичное число) ]. 

Таким образом, при двоичном исчислении количество информации в сооб- 
щении о событии, имеющем априорную вероятность Р, равно / == 100, 1/Р дв. ед. 
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Обратимся теперь к случайному сигналу, представленному на 
рис. 3.7, 6. При числе возможных равновероятных уровней импульса 
1, вероятность появления одного из них при каждом заполнении ячей- 
ки равна 1/Г.. Получаемая при этом информация равна 108:/ дв. ед. 

Следовательно, предельное количество информации в последователь- 
ности длиной Т равно 


Т ов, = 1 106,1, дв. ед., (3.34) 
Ти 12 


а предельная скорость передачи информации 
== (т 106, Г. дв. ед. /сек. (3.35) 


Соотношения (3.32), (3.33) и формулы (3.34), (3.35) имеют смысл, 
пока разница между двумя соседними уровнями сигнала велика 
по сравнению с уровнем помехи, на фоне которой производится 
выделение сигнала. При невыполнении этого условия информационная 
емкость сигнала зависит также и от отношения сигнал/ помеха, однако 
в данном курсе этот вопрос не рассматривается. 


3.4. ИНФОРМАЦИОННАЯ ЕМКОСТЬ ] 
НЕПРЕРЫВНОГО СИГНАЛА | 


Пусть сигнал $) представляет собой непрерывную функцию време- 
ни, действующую в интервале 0,7 (рис. 3.8). Разбив сигнал на сколь 
угодно короткие импульсы, можно трактовать его как совокупность 
неограниченно большого числа дискретных сигналов (импульсов), 
обладающих различными уровня- 
ми. Рассматривая каждый уро- 
вень как определенное сообщение 
и учитывая, что как число уров- 
ней в одном импульсе, так и число 
импульсов может быть бесконечно 
большим, приходим к противоре- 
0 т ғ чащему здравому смыслу выводу, 

что в непрерывном сигнале ко- 
Рис. 8.8 нечной длительности может со- 
держаться бесконечно большое ко- 

личество информации. 

Ошибочность подобного рассуждения заключается в следующем. 
Во-первых, бесполезно производить отсчеты сигнала 5$(1) слишком 
часто. Для каждого непрерывного сигнала имеется вполне определен- 
ный интервал между соседними «выборками», сокращение которого 
не дает дополнительных сведений о сигнале. Иными словами, вся 
содержащаяся в непрерывном сигнале информация может быть опре- 
делена совокупностью выборок, взятых из сигнала в дискретные, 
равноотстоящие моменты времени. Величина интервала д? между со- 
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седними выборками зависит от наивысшей частоты в спектре сигнала: 
чем больше эта частота, тем меньше должен быть интервал. Если на- 
ивысшая частота в спектре меньше чем А», то интервал между выбор- 
ками не должен превышать величину 1/2 и. Это важное положение 
основывается на теореме Котельникова («Теорема отсчетов»), дока- 
зываемой в следующем параграфе. 

При полной длительности сигнала Т число выборок равно М = 


= + 1=2ЕР„Т- 1. Так как обычно 2Р„Г»1, то № 2Е,, Т. 


Во-вторых, бесполезно пытаться измерить сколько угодно малое 
изменение величины выборки, так как помехи, всегда присутствующие 
в реальной системе, ограничивают точность измерения. Минимальное 
изменение сигнала, обнаружимое измерительным устройством, может 
быть в первом приближении приравнено уровню шумов (канала связи, 
самого измерителя). Таким образом, при эффективном напряжении 
помехи с (нормальный случайный процесс) и эффективном напряженив 
случайного сигнала и, офф» Число различимых уровней смеси єигнал-|- 
шум может быть представлено в виде отношения 


д Уа ыо? ү / Ро+Ра 
я д р 


где Р, = и ъф средняя мощность сигнала, а Р, =0%— средняя 
мощность помехи (при сопротивлении цепи 1 ом). 

Процедура замены непрерывного сигнала совокупностью выборок 
может быть названа дискретизацией сигнала во времени. Разбиение 
же сигнала на дискретные уровни часто называют квантовачием сиг- 
нала. 

Итак, по своей информационной емкости непрерывный сигнал мо 
жет быть приравнен к дискретней во времени последовательности вы: 
борок, каждая из которых может принимать одно из конечного числа 
дискретных значений. 

Если заданы параметры сигнала А», Т и Р,, а также мощность 
помехи Р,, то по аналогии с формулой (3.34) получим следующее вы- 
ражение для информационной емкости непрерывного сигнала (при 


Ри Г): 


Т Р-Р. 
т] 102, Г = 2Е,, Т 108; УР = РТ 100, Ре дв. ед. 


п п 
Если спектр сигнала сосредоточен в полосе от 0 до Ё,„, то величину 


Г. можно рассматривать как ширину спектра & в герцах. Разделив 
последнее выражение на Т, получим скорость передачи информации 


С== Ш [0 ———" ——. (3.36) 
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Эта скорость является предельной и для ее реализации сигналу 
должен быть придан шумоподобный характер. Соотношение (3.36), 
полученное здесь с помощью упрощенных рассуждений, строго дока- 
зывается в теории информации (теорема Шеннона). 

Из формулы (3.36) следует, что информативные возможности сиг- 
нала возрастают с расширением его спектра и с превышением его 
уровня над уровнем помехи; основное значение имеет не величина 
сигнала, как такового, а отношение сигнал/помеха. В связи с этим соб- 
ственные шумы радиотехнической цепи, предназначенной для передачи 
сигналов, следует рассматривать как одну из основных характеристик. 
цепи. 


3.5. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НЕПРЕРЫВНОГО СИГНАЛА 


Замена непрерывного сигнала совокупностью выборок (без потери: 
информации) основана на следующей теореме отсчетов (теорема Ко- 
тельникова): если наивысшая частота в спектре функции $) меньше 


$(п*1) 08 


5(п4+) 


Рис. 3.9 


чем Ри, то функция 5(1) полностью определяется последовательностью 
своих значений в моменты, отстоящие друг от друга не более чем на 
НОР сек. 

В соответствии с этой теоремой сигнал $(1), ограниченный по спект- 
ру наивысшей частотой 0, = 2лА„, может быть представлен рядом. 


, Е а 2 
ЕЕ У $ (плі) Ф, (2). (3.37) 


п= — 20 
т. 


В этом выражении 1/2Р и = АЁ обозначает интервал между двумя. 
отсчетными точками на оси времени, а $(1/2Р „) = $(нА?) — выборки. 
функции 5(1) в моменты времени 2. = пАЁ. 


98. 


«рна о 


е а функции $(№) рядом (3.37) иллюстрируется 
рис. 3.9. 
Функция вида 
ѕіп 9, ({-— пА!) | (3.38) 
т (— ПАГ) 


уже встречавшаяся ранее (см. $ 2.9, рис. 2.20, а), — обладает следую- 
щими свойствами: 

а) в точке і = пАЁ ф„(пАЙ = 1, а в точках # = РДЬ, где А — лю: 
бое целое, положительное или отрицательное число, отличное от п, 
Ф (АДА) = 0; 


Фи» (2) Бы 


5(9) 


Рис. 8.10 


б) спектральная плотность функции Ф,(Р равномерна в полосе 
частот | О | < 9„ и равна 1/2Р„ = п/®„ [см. формулу (2.82) и 


рис. 2.20, 61. Так как функция Ф»(1) отличается от Ф,(/) только. 


сдвигом на оси времени на величину ВАЛЬ, то спектральная плотность. 
функции Ф»(0 


е—т^® — Ле іпліо при —0,<90<0, 


| 
Ф, (9) =) Е, (3.39) 


0 при О < —90, и ОР, 


Модуль этой функции изображен на нижней части рис. 3.10 (сплош- 
ной линией). 

То, что ряд (3.37) точно определяет заданный сигнал 5(#) в точках 
отсчета, не требует дополнительных доказательств, поскольку коэффи- 
циентами ряда являются сами выборки из функции, т. е. величины 


$пАЙ. Можно доказать, что ряд (3.37) определяет функцию 5$(/) в 


любой момент {, а нетолько в точках отсчета { = плі, Воспользуем- 
ся для этого общими правилами разложения функции по ортогональ- 
ной системе, изложенными в $ 2.2. В данном случае разложение 
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производится по функциям вида (3.38), для которых интервал ортото“ 
нальности равен бесконечности, а норма |ф»| в ссответствии с (2.5): 


оо 


И ѕіп2 Оњ (па) р, 1. | шах ой др (3.40 
Фһі - | ©? (1— пле) б О 5 29 и От (и) 
Не предрешая заранее значения коэффициентов ряда (3.37), при- 
меним для их определения общую формулу (2.9), справедливую для 
обобщенного ряда Фурье: 
1 оо 
а= \ (0), (04. (3.41) 


— 00 


При этом мы исходим из условия, что 5$(1) — квадратично ин- 
тегрируемая функция (энергия сигнала конечна). 

Для вычисления интеграла в выражении (3.41) воспользуемся 
формулой (2.63), согласно которой 


т 


т. 5 (9) е/4 № 49. (3.42) 
2л = 


} зе, 04 


— оо 


Пределы интегрирования здесь приведены в соответствие с задан- 
ной граничной частотой @„ = 2лЁ,„ в спектре сигнала 5(#), а также 
в спектре функции Фф‚ (1. 

Интеграл в правой части (3.42) с коэффициентом 1/2л есть не что 
иное, как значение $(#) в момент 2 = пАФ. Таким образом, 


оо 


\ (де, (0) 4 = Лів (пА0), 


-— ор 


Подставляя этот результат в (3.41), получаем окончательное вы: 
ражение 


с, = 8 (ПАК), 


из которого следует, что коэффициентами ряда (3.37) являются выбор- 
ки функции 5(1) в точках # == ил. 

Поскольку ограничение спектра конечной наивысшей частотой 
обеспечивает непрерывность функции $(/), ряд (3.37) сходится к функ- 
ции 5(1) при любом значении &#. 

Если взять интервал между выборками АЁ меньшим, чем А == 
== 1/2Р., то ширина 2Е,„ спектра Ф„(®) функции Ф„.(#) будет больше, 
чем у спектра 8(9) сигнала $(4 (рис. 3.10), но это не отразится на ве- 
личине коэффициентов си. Модуль функции Ф’(О) изображен на 
рис. 3.10 пунктиром. 


в При увеличении же А?” по сравнению с Лі спектр Ф, (9) функции 
Фл (2) (на рис. 3.10 показан штрих-пунктиром) становится уже, чем 
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спектр сигнала 5(1), и при вычислении интеграла в выражении (3.42) 


пределы интегрирования должны быть (—2лР», 2лР») вместо (—2лР и, 
ӘлЁ „). Коэффициенты с, при этом являются уже выборками не вадан- 
ного сигнала 51), а некоторой другой функции 5.00, спектр которой 
ограничен наивысшей частотой Ри. 

Итак, сокращение интервалов между выборками по сравнению с 

величиной 1/2Рт допустимо, но бесполезно. Увеличение же интервала 
сверх величины 11?2Е т недопустимо. 
_ Рассмотрим теперь случай, когда длительность сигнала $(#) конеч- 
на и равна Г, а полоса частот по-прежнему равна Ат. Эти условия, 
строго говоря, несовместимы, так как функция конечной длительности 
обладает теоретически бесконечно широким спектром. Практически, 
однако, всегда можно определить наивысшую частоту спектра ЁРъ 
так, чтобы «хвосты» функции времени, обусловленные отсеканием ча- 
стот, превышающих Ё„, содержали пренебрежимо малую долю энер- 
гии [по сравнению с энергией заданного сигнала 5(1)|. При таком 
допущении, если имеется сигнал длительностью Т с полосой частот 
Е», общее число независимых параметров [т. е. значений $ (пАЛ), 
которое необходимо для полного задания сигнала, очевидно, равно 


М + 1=92Е, 741. (3.43) 


При Т/Д > 1 можно считать № = 2Е, Т. 
При этом выражение (3.37) принимает следующий вид: 


п= ЕТ 


= | т (Е—=пАВ | 
в (1) 2 50 И (3.44) 


Число № иногда называют числом степеней свободы сигнала $(#), так 
как даже при произвольном выборе значений $(пА{) сумма вида (3.44) 
определяет функцию, удовлетворяющую условиям заданного спектра 
и заданной длительности сигнала. Число № иногда называют также 
«базой» сигнала. 

В ряде случаев встречается необходимость представления сигнала 
с помощью частотных выборок спектральной функции $(5), а не вре- 
менных выборок функции $(#). Для функции $(52) можно составить ряд, 
аналогичный выражению (3.37). Это нетрудно сделать на. основании 
взаимной заменимости переменных ѓи © в преобразованиях Фурье. 
Применительно к выражению (3.37) это означает, что { должно быть 
обменено на ©, 209 на Т, 2Р„ на Т/Эл и Ді = 1/2Е,„ на ДО = 9л/Т. 

Таким образом получается 


Е. Т 
= зіп = ©—л49) 
5 (9) = У, $(п49) — = 
а= Е? Ел (2 =~п49) 
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(3.443 


ил 9 
п = —РТ (9-7) 


Если ранее временной интервал между двумя соседними выбор- 
ками должен был не превышать 2л/2%„, то теперь частотный интервал 
должен не превышать 2л/Т. При ширине спектра 25,,, охватывающей 


2 
область частот —Ф„ < © << ©,„, число выборок равно 228 4 1 == 
=2Е „Г - 1, как и при представлении сигнала рядом (3.37). 
2 
В общем случае выборки $ (л =) являются комплексными числами 


Т 
и в каждой отсчетной точке на оси частот должны быть заданы два 


а 2л 
параметра — действительная и мнимая части $ (а т (или модуль 


и аргумент). Таким образом, общее число параметров получается 
вдвое большим, чем при временном представлении сигнала, когда вы- 
1 „ 
борки (п 5р) — действительные числа. Избыточность представле- 
т 
ния сигнала в частотной области легко устраняется, если учесть, что 
2л 2л 
8 (л т) и $(—п =) являются комплексно-сопряженными числами, так 
что задание одной из них однозначно определяет другую. Таким об- 
разом, число независимых параметров или степеней свободы сигнала 
равно 2Р„Г -{- 1, как и при представлении сигнала во временной об- 
ласти. 
Энергию и среднюю мощность сигнала нетрудно выразить через 
заданную последовательность временных выборок. 
Применяя формулу (2.16), получаем 


РЫ Ет 2, 
Е= У еј, = 2 У вп, 3.45) 
па Б 9 т п= Е 7 
тт 
Е < 
е і Е А а, 
$2 (1) Т РТ, аа (3.46) 
т, 


Из последнего выражения видно, что средняя за время Т мощность 
непрерывного сигнала равна среднему квадрату выборки. Усред- 


нение производится по всем отсчетным точкам, число которых равно 
ОА ат 


3.6. СИНТЕЗ СИГНАЛА С.ОГРАНИЧЕННЫМ СПЕКТРОМ 
ПО ЗАДАННЫМ ВЫБОРКАМ 


Рассматриваемая здесь задача является обратной по отношению 
к дискретизации сигнала: задана последовательность выборок, взятых 
из сигнала 52), и требуется по ним восстановить исходный сигнал. 
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Показанные на рис. 3.11 выборки представляют собой импульсы, 
длительность которых т, достаточно мала. (Использованные в преды- 
дущем параграфе выборки можно трактовать как бесконечно короткие 
импульсы.) Для восстановления сигнала $(1) каждый из импульсов 
последовательности, показанной на рис. 3.11, должен быть превращен: 


в функцию вида $02) (ѕіп х/х). Для этого достаточно импульсную по- 
следовательность пропустить через фильтр, передаточная функция: 
которого К(і0) = К(Ф)е!е(@) отвечает следующим двум условиям: 
2а ъ= сопѕї при [% о 
|0 при [9 [> ©, 
ф(Ә) = —Ок при [9|<09,. 
Амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики подоб- 
ного идеализированного фильтра изображены на рис. 3.12, а. 


к 1 


(п-1)д+ 1 (п» 1)2+ 0 
а) 0) 
Рис. 8.12 


Найдем напряжение, создаваемое выборкой $(пА/) на выходе фильт- 
ра При этом мы будем исходить из допущения о равномерности спект- 
ра выборки в пределах полосы частот | < | < ®„. Практически это рав- 
носильно условию | 

2л 1 
< Оа Ё, 
(см. $ 2.9, комментарий к рис. 2.14). 

В пределах указанной полосы частот спектральная плотность 
выборки равна (по модулю) площади импульса. В частном случае 
прямоугольной формы импульса эта площадь равна $(04/)т,. Таким 
образом, с учетом положения выборки на оси времени, спектральная 
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плотность выборки 
5, (О) = (пАй) те (014: |0|< 0), 


На выходе же фильтра спектральная плотность п-й выборки будет 
К(19) $, (9), а напряжение, создаваемое этой выборкой, 
[9 


„=> \ К(9)5, (Феи = 
0 


19 


т 
$ (ПАВ ть 10 (1—п А110) Тв ѕіп 0,» (1—0 АВ) 
== Бый. айшы ы: е И К = (ДП. 
К, од \ Ко Гү (аай От (п АВ) 


= 


Здесь использованы равенства 2А т = 1/АЁ и Ф(9)= —90/,,. 
График полученного выражения изображен на рис. 3.12, б. Как 
видим, это колебание совпадает по форме с требуемой функцией вида 
(3.38). 
Суммарное напряжение на выходе фильтра, создаваемое всеми 
выборками, 
п 


Тв т и (1—п Аі — і) 
— манини 4 .4 
ња (= Ко У (аА) а. (3а) 


п == — Фо 


Это напряжение отличается от исходного сигнала лишь постоянным 
коэффициентом К ,т,/Аі и, кроме того, задержкой во времени на ве- 


І к ($) 


Рис. 


личину {,, Так как в отсчетных точках ѓ = пАѓ + & коэффициенты 
ряда $(пА 2) определяют значения сигнала в предшествующие моменты 
времени # = пАР. (Следует оговориться, что строго прямоугольной 
амплитудной храктеристике фильтра, представленной на рис. 3.12, а, 
соответствует бесконечно большая задержка &,.) Осуществить фильтр 
с прямоугольной амплитудно-частотной характеристикой не представ- 
ляется возможным. Реальный фильтр имеет характеристику, показан- 
ную на рис. 3.13. Протяженность ската характеристики (0, — ©,„) 
не может быть сведена к нулю даже ценой любого усложнения схемы 
фильтра. Отклик фильтра с подобной характеристикой на короткий 
импульс отличается от 2.(х) = ѕіп х/х и при интервалах между выбор- 
ками Аѓ, равными 1/2Р и, синтез сигнала сопровождается искажениями. 
Это препятствие может быть обойдено путем сокращения интервалов 
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АЕ между выборками по сравнению с величиной 1/2Р„. Новый интер: 
вал будем обозначать буквой Т;. Суть этого способа поясняется 
ис. 3.14. 
е Исходный сигнал 8(/) изображен на рис. 3.14, а, периодическая 
последовательность /({) тактовых импульсов — на рис. 3.14, 6, а со- 
вокупность выборок, представляющая собой произведение 5(0)/() = 
= и(1), — на рис. 3.14, в. В правой части рис. 3.14 изображены спект- 
ры функций (7), Й(1) и (2. Спектр (сплошной) сигнала $(9) 


5(+) ; 
М \ | 5) 


Рис. 3.14 


(рис. 3.14, г) ограничен наивысшей частотой |2 „|, а линейчатый спектр, 
показанный на рис. 3.14, д, соответствует периодической последова- 
тельности #(1). Буквой со обозначена постоянная составляющая, с; — 
коэффициент первой гармоники частоты 27/7; и т. д. Огибающая это- 
го спектра (пунктирная линия) совпадает по форме со спектральной 
плотностью одиночного импульса из последовательности /А(#) [см. фор- 
мулу (2.55)]. Этот же спектр можно представить в виде спектральной 
плотности [см. (2.100) ]: 


Н (О) = 2л У „8 (9—пт.) М 


п = — ос 1 


[При отсчете времени от середины нулевой выборки углы 6,, входящие 
в формулу (2.100), равны нулю.] 
‚ Структура спектра А (5) такая же, что и на рис. 3.14, д. Необхо- 


димо лишь отрезки є, заменить дельта-функциями 5(о — п А с коэф- 
4 


фициентами 2дел. 
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По заданным спектрам 5(9) и Н(®) можно построить спектр про- 
изведения (2) = 5(/) · А(2). 
Воспользуемся для этого формулой (2.62) 


ү(9) == } 5(0 х) Н (х) ах, 


в которую подставим 


Н(х) = 2л У с, б (ит. ). 


п= оо Е 


Тогда 


п= —00 1 


ТЩ А 
Ү(9) => | $(® —х) 2л С 6 (п-т) 4х = 
9 


= У 2, | 59—98 (хп т.) 4х. 


т 


На основании свойства (2.91) можно написать 


1 1 


{ за аьа) (аав), 


Следовательно 


оо 


ү(9) е5 с, 5$(2—" =). 


График спектральной плотности У(<) изображен на рис. 3.14, е. 

В некоторых случаях тактовые импульсы, изображенные на 
‘рис. 3.14,6, трактуют как дельта-функции 6 (Ё—кТ,). Для периоди- 
ческой последовательности й({), составленной из таких функций, 
коэффициенты с,, одинаковые при любых значениях индекса п, лег- 
ко определяются с помощью соотношения (2.55). Так как спектраль- 
ная плотность одиночной дельта-функции 6(1) равна единице, то 


1 


Сп =т 
4 


‚и выражение для У(®) принимает вид 


УФ = У 5(°—" =). 


1 


п —со 
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В этом случае спектр У (9): принимает форму периодической’ 


последовательности спектров — 5 (9), сдвинутых один относитель- 
1 


2л. 
но другого по оси © на величину с 


1 
Как видно из рис. 3.14, е, просвет между двумя сдвинутыми ко- 
пиями спектра $ (52) равен 


И, 
Т! 

Если этот интервал больше нуля, то спектры не перекрываются 
и могут быть разделены с помощью фильтра. Если придать харак: 
теристике фильтра форму, изображенную на рис. 3.13, то при выпол- 
нении условия 


2л 
о кВ 
‘<т, т 


спектр сигнала на выходе фильтра будет совпадать со спектром $ (2) 
исходного сигнала $(1). Очевидно, что равномерность характеристики 
требуется лишь в полосе частот | © | < ©%,„. На участках |9, — 0, 
где спектр сигнала $(52) равен нулю, форма характеристики может быть 
любой. 

Чем короче интервал Т, между выборками, тем больший частотный 
интервал ©, — ©, может быть отведен для скатов частотной харак- 
теристики фильтра. Замена идеализированной прямоугольной харак- 
теристики реальной, представленной на рие. 3.13, приводит к изме- 
нению и базисной функции ряда (3.47). Вместо функции вида 6(х) == 
= Ѕіп х/х появляется новая функция А(/), определяемая общим выра: 
жением . 

оо 
(0=— \ К(@) ее стт д0, 
т 


При этом ряд (3.47) должен быть записан в форме 


б У з(п ЛГ) ё, (2), (3.48) 


п = — 


где В — постоянный коэффициент. 
Функции №„(1), не обязательно образующие ортогональную систему, 
отвечают, однако, условию 


к. (0) = (—пТу). 


Как и в выражении (3.47), функция /,.(/) задержана относительно. 
выборки $ѕ(пА 4) на величину #,, зависящую от наклона фазовой харак- 
теристики фильтра. Эта задержка играет существенную роль при вос: 
становлении сигнала по заданным выборкам. Из выражения (3.37), 
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не учитывающего задержку, следует, что точное значение функции 
5(#) в определенный момент времени й зависит от всех выборок, взятых 
из 5(2) как до этого момента, так и после него. На выходе же реального 
фильтра напряжение в момент & является суммой напряжений от всех 
выборок, поступающих только в предшествующие моменты времени. 
Таким образом, выходной сигнал должен быть записан в форме 
п=і,/Т, 


5вых () =В № 5(пА/)А, (0). (3.49) 


п = — 00 


Е 


Рис. 8.15 


При определении значения 5(й) по функции 5,ых (2), задержанной 
на время #,, фактически используются все выборки, поступающие на 
вход фильтра вплоть до момента # = й + & (рис. 3.15). (На этом 
рисунке базисные функции условно изображены в виде треугсль- 
ников.) Выборки, поступающие после # = А - &, не нужны для оп- 
ределения сигнала $(/) в момент Ё = &. 


Радиосигналы 


4.1. ОБЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Основной задачей радиотехники является передача информации 
на расстояние. Для этого применяются сигналы, эффективно излучае- 
мые с помощью антенных устройств, обладающие способностью рас- 
пространяться в виде свободных радиоволн в среде, разделяющей 
отправителя и получателя информации. Такими сигналами являются 
высокочастотные колебания. Передаваемая информация 
должна быть тем или иным способом заложена в высокочастотное ко- 
лебание, называемое несущим колебанием. Частота о, 
этого колебания выбирается в зависимости от расстояния, на которое 
должна передаваться информация, от условий распространения радио- 
волн и от ряда других технических и экономических факторов. Но в 
любом случае частота ©, должна быть велика по сравнению с наивыс- 
шей частотой спектра передаваемого сообщения. 

Это объясняется тем, что для неискаженной передачи сообщения 
через радиотехнические цепи, а также для устранения искажений, ' 
обусловленных распространением радиоволн, необходимо, чтобы ши- 
рина спектра сообщения была мала по сравнению с несущей частотой 
© о; Чем уже полоса частот сигнала, тем меньше проявляется несовер- 
шенство характеристик системы. Поэтому чем выше требуемая ско- 
рость передачи информации и, следовательно, шире спектр сообщения, 
тем выше должна быть несущая частота радиосигнала. 

Любой радиосигнал можно поэтому трактовать как «узкополосный» 
процесс, даже при передаче «широкополосных» сообщений. 

Приведем следующие примеры. При передаче речи или музыки 
спектр сообщения обычно ограничивают полосой от Ри, = 30-50 гц 
ДО анк = 3000-10000 гу. Даже на самой длинной волне вещатель- 
ного диапазона А = 2000 м, при несущей частоте }, == 150 кец, отно- 
шение Ё мако/Ѓо < 10%/1,5 · 108 20,06. При передаче тех же сообщений 
на коротких волнах, при частотах 15—20 Мгц, это отношение не пре- 
вышает сотых долей процента. 

При передаче подвижных изображений (телевидение) полоса ча- 
стот сообщения весьма широка и достигает 5—6 Мгу, однако и несущая 
частота выбирается не менее 50—60 Мгц, так что отношение Ё „(с/о 
не превышает 10% 

В самом общем случае радиосигнал, несущий в себе информацию, 
можно дредставить в виде 
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а (1) = А (2) соѕ [0,7 -- 0 (7)| = А (1) созф (8, (4:1) 


в котором амплитуда А или фаза 6 изменяются по закону передаваемого 
сообщения. 

Если А ид— постоянные величины, то выражение (4.1) описывает 
простое гармоническое («несущее») колебание, не содержащее в себе 
никакой информации. 

Если А или Ө (а следовательно, и %) подвергается принудительному 
изменению с целью передачи сообщения, то колебание а(1) становится. 
модулированным. 

Процесс управления одним или несколькими параметрами вы- 
сокочастотного колебания называется модуляцией. В зависи- 
мости от того, какой из двух параметров изменяется — амплитуда А’ 
или угол %, — различают два основных вида модуляции: ампли- 
тудную и угловую. 

Угловая модуляция, в свою очередь, подразделяется на два вида: 
частотную и фазовую. Эти два вида модуляции между 
собой тесно связаны, и различие между ними. проявляется лишь в 
характере изменения во времени угла ұр при одной и той же модули- 
рующей функции. 

Модулированное колебание имеет спектр, структура которого 
зависит как от спектра передаваемого сообщения, так и от вида моду- 
ляции. То обстоятельство, что ширина. спектра модулирующего сооб- 
щения мала по сравнению с несущей частотой @,, позволяет считать 
А( и 60(1) медленными функциями времени. Это означает, что отно- 
сительные изменения А(1) и 0(2) за один период несущего колебания. 
малы по сравнению с единицей. 

Рассмотрим сначала вопрос об изменении амплитуды. При ско- 
рости изменения амплитуды 4А/4ї приращение амплитуды за один. 
период Г. можно приближенно приравнять 44/4/ Т ,. 

Следовательно, относительное изменение за период равно 
т, аА} 1 2л 


аА 
| А й | А © 


а 


Можно считать, что условие «медленности» функции А(ѓ) выполняется, 
если 


2л 


аА 4А| е9 
та «1 или Е 2 < мы (4.2) 


Аналогичным образом можно установить условие медленности функ-. 
ции 69(2. 

Так как мгновенная частота. колебания равна скорости изменения: 
фазы (0б этом подробнее будет сказано в следующих параграфах), 
то, дифференцируя. аргумент выражения (4.1), находим. 


а} (1 
о0= 0-06. А 
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Производная 49/4 определяет отклонение частоты @(#) от несущей 
‘частоты Фоо. Это отклонение может быть быстрым или медленным. Для 
того ‘чтобы колебание а(ё) можно было считать близким к синусоидаль- 
ному, нужно потребовать, чтобы изменение частоты за один цикл 
Т = 2л/®, было мало по сравнению с частотой %(/) в рассмат- 


риваемый момент времени. 
Таким образом, условие медленности функции 60(/) можно записать 


в виде следующего неравенства: 


4 
а (м [1 
а (а 


ртт «1 

или 

28| 90 

аг Т ^^ 

Так как обычно Ф®(/) очень мало отличается от @,, можно исходить 
‚из условия 


< 


42 Ө 
42 


Для большинства используемых в радиотехнике сигналов неравен- 
ства (4.2) и (4.3) обычно выполняются. Это означает, что при любом 
виде модуляции параметры радиосигнала — амплитуда, фаза и ча- 
стота — изменяются настолько медленно, что в пределах одного пе- 
риода колебание можно считать синусоидальным. 

Эта предпосылка лежит в основе всего дальнейшего рассмотрения 
свойств радиосигналов и их спектров. 


«5—9. (4.3) 


4.2. РАДИОСИГНАЛЫ С АМПЛИТУДНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ 


Амплитудная модуляция является наиболее простым и очень рас- 
пространенным в радиотехнике способом заложения информации в вы- 
сокочастотное колебание. При амплитудной модуляции огибающая 
амплитуд несущего колебания изменяется по закону, совпадающему 
с изменением передаваемого сообщения, частота же и начальная фаза 
колебания поддерживаются неизменными. Поэтому для амплитудно- 
модулированного радиосигнала можно общее выражение (4.1) заменить 
следующим: 


а( = (4 соѕ (0,1 4-9,). (4.4) 


Характер огибающей А(/) определяется видом передаваемого сооб- 


щения. 

При непрерывном сообщении (рис. 4.1, а) модулированное колеба- 
ние приобретает вид, показанный на рис. 4.1, 6. Огибающая А(в 
изменяется по закону, воспроизводящему сообщение $). Рис. 4.1, 6 
‚построен в предположении, что постоянная составляющая функции 


и 


$(1) равна нулю (в противоположном случае А, может не совпадать 
с амплитудой немодулированного колебания). Наибольшее изменение 
А(1) «вниз» не может быть больше амплитуды несущего колебания А.. 
Изменение же «вверх» может быть в принципе и больше Ао. 

Для сохранения формы сообщения максимальное изменение А(й) 
не должно по абсолютной величине превышать А ,. Это означает, что 
гл тв ина модуляции амплитуды не должна превышать 
100%. 


5) 


| 


ТИИТ 
ИЦ = 


Определение понятия «глубина модуляции» особенно наглядно для 
случая тональной модуляции, когда модулирующая функция 5(2) 
является гармоническим колебанием: 


$ (2) = $0 с0$ (7 + т). 
Огибающая модулированного колебания при этом может быть за- 
писана в виде 
А (1) = А + 2$ (1 = А,-- ЛА, соз (97 -- ү), (4.5) 
где @ — частота модулирующей функции; ү — начальная фаза оги: 
бающей; А — коэффициент пропорциональности: АА, = 2$, — ам- 


плитуда изменения огибающей (рис. 4.2). 
Отношение 


м — ААт 
А, 
называется коэффициентом глубины модуляции 
или просто коэффициентом модуляции. 
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Таким образом, мгновенное значение модулированного колебания 
можно записать в форме 


а (2) = А [1 + М соѕ (91+ ү)] соз (во Ё- Ө,). (4.6) 


При неискаженной модуляции (М < 1) амплитуда колебания из. 
меняется в пределах от минимальной Ами, = А,(1— М) до максималь- 


НОЙ Амано = Ао (1- М). 


Рис. 4.2 


В соответствии с изменением амплитуды изменяется и средняя 
за период высокой частоты мощность модулированного колебания. 
Пикам огибающей соответствует мощность, в (1 + М)? раз большая, 
чем мощность несущего колебания. Средняя же за период модуляции 
мощность пропорциональна среднему! квадрату амплитуды 4(8 


А? (0) = А2 [1+ М соѕ (07+ у) = А2 (1+ 0,5М?), (4.7) 


и превышает мощность несущего колебания всего лишь в (14-0,5 М?) 
раз. Таким образом, при стопроцентной модуляции (М = 1) пиковая 


мощность равна 4Р,, а средняя мощность 1,5 Р,. (Через Р, =-- Аё 


обозначена мощность несушего колебания.) Отсюда видно, что обуслов- 
ленное модуляцией приращение мощности колебания, которое в ос- 
новном и определяет условия выделения сообщения при приеме, даже 
при предельной глубине модуляции не превышает половины мощно: 
сти несущего колебания, 

При передаче дискретных сообщений, представляющих собой чере- 
дование импульсов и пауз (рис. 4.3,а), модулированное колебание имеет 
вид последовательности радиоимпульсов, изображенных на рис. 4.3, 6. 

При этом имеется в виду, что начальные фазы высокочастотного 
заполнения в каждом из импульсов такие же, как и при «нарезании» 


! Среднее значение с0з (04 +- ү) за период модулирующей частоты равно 
нулю, а среднее значение соѕ (9+ -{ ү) равно 1/2. Черта над функцией означает 
операцию усреднения по времени. 
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их из одного непрерывного гармонического колебания. Только при 
этом условии показанную на рис. 4.3, б последовательность радио- 
импульсов можно трактовать как колебание, амплитуда которого мо- 
дулирована сообщением (1). Заметим, что в практике для передачи 
радиоимпульсов часто используются устройства, основанные на пре- 
рывании работы автогенератора. При этом начальные фазы заполнения 
в каждом из импульсов «привязаны» к его фронту. Несмотря на то, что 


5(2) 


Рис. 4.8 


огибающая А(1) может совпадать с огибающей, показанной на 
рис. 4.3, получаемое при таком режиме работы колебание обла: 
дает существенно иными свойствами и должно рассматриваться не 
как модулированное, а какманипулированное. 


4.3. ЧАСТОТНЫЙ СПЕКТР АМПЛИТУДНО- 
МОДУЛИРОВАННОГО СИГНАЛА 


Пусть задано высокочастотное колебание, относительно которого 
известно, что частота о, и начальная фаза Ө, — величины постоянные, 
а огибающая А(1) содержит в себе передаваемое сообщение $(#. Ана- 
литически такое колебание может быть представлено с помощью вы- 
ражения (4.4). 

Требуется установить связь между спектром модулированного ко- 
лебания и спектром модулирующей функции, т. е. спектром исход- 
ного сообщения $(7). Проще и нагляднее всего это можно сделать для 
случая тональной (гармонической) модуляции, когда огибающая 


А (0) =А 1 -М соѕ (9-4, 


а модулированное колебание определяется выражением (4.6). 
Перепишем последнее выражение в форме 


а (1) = А, [соѕ (о, 9,)-- М соз (9/ - ү) соѕ (0+ 0). 


Второе слагаемое в правой части этого выражения, являющееся 
продуктом модуляции, может быть приведено к виду 


М сох (92-1) соз (9,1-0) = = соз [(о--9) 25-00411 
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+. сз (и — ©) 1 (0—01 
после чего развернутое выражение колебания а (7) принимает вид 
а (0) = Азсоз (0,2-0) 4- "28 соз (во 9) 1 6-Е 
Ао соз [ао 9) 2493—11. (4.8) 


Первое слагаемое в правой части представляет собой исходное не- 
модулированное колебание с «несущей» частотой о ,. Второе и третье 
слагаемые соответствуют новым колебаниям (гармоническим), появ- 
ляющимся в процессе модуляции амплитуды. Частоты этих коле- 
баний о, - © их, — © называются «верхней» и «нижней» боковыми 
частотами модуляции. 

Амплитуды этих двух колебаний одинаковы и составляют от ам- 
плитуды немодулированного колебания долю, равную М/2, а их фазы 
симметричны относительно фазы несущего колебания. Это иллюст- 
рируется векторной диаграммой, представленной на рис. 4.4. На этой 
диаграмме ось времени вращается по ча- 
совой стрелке с угловой частотой ®., при- щ-® Р «9 
чем отсчет угла @уѓ ведется от линии ОВ. М \ 


Рис. 4.4 Рис. 4.5 


Поэтому несущее колебание А ,соѕ$(@,ї -- Ө) изображается на этой 
диаграмме в виде неподвижного вектора ОЮ длиной А,, составляю- 
щего с горизонталью угол Ө. Мгновенное значение несущего коле- 
бания в момент Ё равно проекции вектора А, на ось времени (отре- 
зок ОК). 

Для представления на этой же диаграмме колебания с частотой 
®ъ + ®. превышающей угловую частоту вращения оси времени на 
величину ©, необходимо воспользоваться вектором, вращающимся 
с угловой частотой © против. часовой стрелки (вектор ОС!). Для изо- 
бражения колебания с частотой 0, — © потребуется вектор, вращаю- 
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щийся с такой же частотой © по часовой стрелке (вектор ОС.). По- 
этому колебания боковых частот — верхней и нижней — изображаются 
двумя векторами длиной МА ,/2, вращающимися во взаимно противо- 
положных направлениях. Фазировка этих векторов симметрична от- 
носительно вектора несущего колебания А „. Это следует из выражения 
(4.8), которое для большей наглядности целесообразно записать в не- 
сколько видоизмененной форме 


МА, 


МА, 
2 


соѕ [(00#-- 00) — (9 + ?)1. 


соѕ [(®, Ё-- 0) + (9; ТӘ 


—- 


Из этого выражения видно, что при любой начальной фазе огиба- 
ющей ү векторы ОС, и ОС, соответствующие колебаниям верхней и 
нижней боковых частот, занимают симметричное относительно вектора 
ОР положение, причем векторы боковых частот образуют с вектором 
несущей частоты углы, равные (© + ү). Нарис. 4.4 начала“ этих 
векторов перенесены из точки О в точку О. Равнодействующий век: 
тор РЕ, являющийся геометрической суммой векторов ОС: и ОС, 
и называемый вектором модуляции, всегда располагается на линии 
ОР, вследствие чего сумма всех трех колебаний — несущей и двух 
боковых частот — может рассматриваться как колебание с постоянными 
начальной фазой и частотой, но с модулированной амплитудой. 

Попутно заметим, что если в результате прохождения через элект- 
рические цепи нарушается равенство амплитуд колебаний боковых 
частот или симметрия их фаз относительно фазы несущего колебания, 
то возникает качание вектора, представляющего результирующее 
колебание, относительно направления ОД. Это равносильно возник- 
новению паразитной фазовой модуляции. 

Остановимся на вопросе о фазе огибающей амплитуд при чисто 
амплитудной модуляции. Допустим, что начальная фаза высокочастот- 
ного колебания Ө, = 90°. Тогда векторная диаграмма примет вид, 
показанный на рис. 4.5. Если при <? == 0 векторы боковых частот РС; 
и РС, направлены вверх (положение / на рис. 4.6), то огибающая ам- 
плитуд проходит в этот момент через свое максимальное значение 
А (1 + М). Этот случай отвечает начальной фазе огибающей у = 0 
[уравнение (4.6)|, а уравнение огибающей будет 


А (1) = А, (1-- М соѕ 98. 


Если же в момент ©# = 0 векторы ОС, и РС, занимают горизон: 
тальное положение, то равнодействующая проходит через значение, 
равное А ,. В этом случае начальная фаза огибающей ү=-—л/2 и урав: 
нение для огибающей будет 


А() = А, (1+ М ѕіп 9/), 
Спектральная диаграмма колебания при тональной модуляции 


показана на рис. 4.7. Ширина спектра в этом случае равна удвоенной 
частоте модуляции 20, а амплитуды колебаний боковых частот не 
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могут превышать половины амплитуды немодулированного колебания 
(при М < 1). 

Полученные результаты нетрудно распространить на случай мо- 
дуляции любым сложным сигналом. Картину образования спектра 
амплитудно-модулированного колебания проще всего пояснить сна- 
чала на примере, когда модулирующее сообщение 5(1) является суммой 
двух тонов: 


(0) = 5, с0$ 9, [- $, с0$ ©, 2. 
По аналогии с выражением (4.5) получаем 
А (1) =А, + АА, соѕ 9; + 
Ш Е И 7 +ЛА,, (6059,1 А, + 
(2 + М, соѕ ©, #+ М, соз 9, Д. 


Ч 


Подставляя это выражение в уравнение (4.4) и проводя тригоно- 
метрические преобразования, аналогичные тем, которые были про- 
ведены при получении уравнения (4.8), придем к следующему резуль- 
тату (начальные фазы несущего колебания и модулирующих напря- 


жений здесь для упрощения опущены): 


а () = А, с0$ в, і + БЕ соѕ (0+ 9) +- Е соѕ (@—5,)#+- 
нЕ М1 49 ео (0+ 9,) 4+ М Ао со (0— 9,) Ё. 


2 


Из полученного выражения следует, что каждая из частот $, 
и ©, образует свою тональную модуляцию, сопровождающуюся воз- 
пикновением пары боковых частот, причем этот процесс является ли- 
нейным в том смысле, что амплитуды и фазы боковых частот от раз- 
личных модулирующих напряжений взаимно независимы. (Последнее 
свойство сохраняется при условии, что суммарное изменение огиба- 
ющей «вниз» не превышает 100%.) 
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Из приведенного примера нетрулно вывести правило построения 
спектрограммы амплитудно-модулированного колебания а(#) по задан- 
ной спектрограмме модулирующей функции $(2). 

Пусть последняя имеет вид, представленный на рис. 4.8, а. Через 
$, 8, ...,$л,... обозначены амплитуды гармонических колебаний, вхо- 
дящих в спектр сообщения 5$(1), я через Фи, и макс — граничные 
частоты спектра. 

Спектрограмма высокочастотного колебания, промодулированного 
по амплитуде сообщением 5(#), изображена на рис. 4.8, 6. Коэффициен- 


‚ 32 
ғ 


Рис. 4.8 
ты НИИ М,, М,, ..., М, пропорциональны амплитудам $1, 
,..., Эл соответствующих тонов, входящих в сложное сообщение 5(1). 


Перейдем к общему случаю, когда спектр сообщения 5(/) не обя- 
зательно дискретный. Будем исходить из общего выражения (4.4). 
Передаваемое сообщение 5(/) содержится в законе изменения огиба- 
ющей А(й. Не предрешая вида функции 5(1), составим выражение для 
спектральной плотности 5,(®) высокочастотного колебания а(#), 
рассматриваемого как произведение огибающей А(#) на гармоническое 
колебание соѕ (0, - 9%). 

Спектральную плотность огибающей А(1) обозначим через $,, а 
спектральную плотность функции соѕ(@0 14 0,) в соответствии с (2.98) 
запишем в форме 


Ф (о) = л [е8 д (о — 00) Бе 9% 6 (о 4 о). (4.9) 
Применим формулу (2.62): 


оо 


5,09) = = \ 94 (х) Ф (о — х) ах. 


-— 00 
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Подставляя сюда 
Ф (о — х) = л [е!0 6 (ов, —х-е- 8 6 (0 оо), 


получим (см. аналогичное рассмотрение на стр. 106) 
оо 


$. (6) = еб \ ЅА (х) 6 (®«—в—х)ах- 


— 09 


+ — е № \ $4 (х) 5 (®-- оо —х)ах = 


— со 


== Зл (& — 65) #1 бл (0 -- Ф). (4.10) 


Следует подчеркнуть, что спектр медленно меняющейся функции 
времени 4А(1) группируется в области относительно низких частот. 
Поэтому функция 5 „(о — ®,) существенно отличается от нуля при 
частотах ©, близких к ®., т. е. когда разность ® — ®, = © отвосительно 
мала. Аналогично слагаемое $,(о + @®,) существует при частотах, 
близких к —®.. 


1214,8 (2) 
кА,5(9) 

0 

г 0) а 
А, 8 (м *,) | НЕ 
| кА 

Коша) 7190-4) 
| тар 0 ш“, а 
0) 
Рис. 4.9 


Таким образом, спектральная плотность модулированного коле- 
бания 5,(®) образует два всплеска: вблизи ® = ои вблизи о = — 0. 
В случае узкополосного сигнала можно поэтому считать, что в области 
положительных частот 

|. = 
$, (©) = т ев бл (0 — 0). (4.11) 
а в области отрицательных частот 
1 ; 
а (0) ах ре $4 (®- ®)). (4.11') 
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Поясним правило построения спектра $.(@) на следующем примере. 
Пусть огибающая высокочастотного колебания имеет вид 


А( = А11 + 2$ (1, 


где 5(/) — передаваемое сообщение, имеющее спектральную плотность 
$(0), а коэффициент № имеет тот же смысл, что и в выражении (4.5). 
Спектральная плотность оги- 
бающей А(4) изображена на 
рис. 4.9, а. 

Дискретная часть этого 
спектра, равная 27А (9), соот- 
| ветствует постоянной величине 
: А, а сплошная часть, равная 
а) | КА ,5() — передаваемому сооб- 

| 

| 

і 


щению 5). 


Рис. 4.10 


6) 


Спектральная плотность $,.((0) модулированного колебания а(1) 
показана на рис. 4.9, 6. В данном случае дискретные составляющие 
ЛА (0 = оо) отображают несущее колебание А (соѕ (о, + Ө,), 
а сплошной спектр — колебания боковых частот модуляции, 

В случае, когда радиосигнал не содержит несущего колебания, 
например при передаче одиночного радиоимпульса, дискретная часть 
в спектре отсутствует. 

Рассмотрим, например, спектр радиоимпульса прямоугольной 
формы (рио. 4.10, 6), определяемого выражением 


КА, В соѕ о, { при ое, 
а (1) = 9 (4.12) 
0 при ег; и і -—, 


Спектральная плотность $(9) передаваемого сообщения, представ: 
ляющего собой видеоимпульс (рис. 4.10, а), равна [см. (2.67) 


509) = В 200, (4.13) 


а спектральная плотность огибающей 84 = А, 5 (0) =АА,В х 
х ѕіп(От,/2)/9/2. 
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- Так как в данном случае 6,=0 (рис. 4.10, 6), то по форму- 
ле (4.10) 


51112290) ти ти (© ~ Фо) ти | 
6 2 9 
$, (о) = а иаи артчу ай к (4.14) 


Графики спектральной плотности модулирующей Чзнидив 5(Г) и радио- 
импульса а(#) изображены на рис. 4.11. 


^ | 519) 


0 2 


5,00) 056) 


5,00) 9800-о,у 


0 0 0 4) 


Рис. 411 


4.4. УГЛОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ. ФАЗА 
И МГНОВЕННАЯ ЧАСТОТА КОЛЕБАНИЯ 


В случае простого гармонического колебания 
а (1) = А, соѕ (о, -- 00) = А, соѕ 4 (В) 


набег фазы за какой-либо конечный промежуток времени от # = 4 
до Ё = Ё, равен 


$ (0) — $ (#1) = (00+ 0) — (00+ 00) = о, (0— 4). (4.15) 


Отсюда видно, что при постоянной угловой частоте набег фазы ва ка- 
кой-либо промежуток времени пропорционален длительности етого 
промежутка. 

С другой стороны, если известно, что набег фазы ва время #. — й 
равен 1р(4) — (4), то угловую частоту можно определить как отно- 
шение 


— % (#2) == (5), (4. 16) 
{у 
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если, конечно, имеется уверенность, что в течение рассматриваемого 
промежутка времени частота сохраняла постоянное значение. 

Из (4.16) видно, что угловая частота есть не что иное, как скорость 
изменения фазы колебания. 

Переходя к сложному колебанию, у которого частота может из- 
меняться во времени, необходимо равенства (4.15)—(4.16) заменить 
интегральным и дифференциальным соотношениями: 

1, 
Ф) 00) =} в (04 (4.17) 
й 
«(0 = %0. (4.18) 
В этих выражениях @(1) = 2л7/(#) — мгновенная угловая частота 
колебания: (2) — мгновенная частота в герцах. 

Согласно выражениям (4.17) —(4.18) полная фаза высокочастот- 

ного колебания в момент і может быть определена как 
Ѓ 


(0 =\2(04=\0 (04-6, (4.19) 
0 


где первое слагаемое в правой части дает набег фазы ва время от на- 
чала отсчета времени до рассматриваемого момента &, аб, — начальная 
фаза колебания (в момент # = 0). 

При таком подходе фаза (1) = ®.Ё-- 8(0, фигурирующая в вы. 
ражении (4.1) должна быть заменена на 


(0) = 0,2-0 (0-9, 4.19") 


Итак, общее чит высокочастотного колебания, амплитуда 
которого постоянна, т. е. 4(7)=А ,, а аргумент 4(#) модулирован, мо- 
жет быть представлено в форме 


а (1) = Азсоз [0,2-0 (0) 4-9). (4.20) 


Из соотношений (4.18) —(4.19) следует, что изменение фазы коле- 
бания во времени по закону ф(Ё) приводит к изменению мгновенной ча- 
стоты по закону производной от (І), а изменение мгновенной частоты 
по закону %(7) приводит к изменению фазы по закону интеграла от @(2). 

Это положение, являющееся основным для теории угловой моду- 
ляции, определяет связь между изменениями частоты и фазы и ука- 
вывает на общность, существующую между двумя разновидностями 
углбвой модуляции — частоты и фазы. 

Следует отметить, что определение периода колебания Т как ве- 
личины обратной частоте ў, имеет смысл только при условии, что ѓ — 
величина постоянная. В случае же, когда частота [(/) является: непре- 
рывной функцией времени, величина 1/(/) также является непрерыв- 
ной, между тем как период Т является дискретной величиной. Дей- 
ствительно, под периодом Т подразумевается время, в течение которого 
фаза колебауия изменяется на 2л. При представлении колебания в 
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виде вектора, вращающегося с угловой частотой ®(ё = 2лКВ, Т рав- 
но времени одного полного оборота вектора. Ясно, что это время не 
обязательно совпадает с величиной 1/0), поскольку сама величина 
КО изменяется внутри рассматриваемого интервала времени Т. По- 
этому, говоря о мгновенной частоте [({), следует в общем случае от- 
казаться от представления, что период колебания равен 1/2). Лишь 
в тех случаях, когда имеется в виду очень медленное изменение часто: 
ты [(2), определение 7 как величины 1/{(8 не приводит к существенной 
ошибке. 

Поясним соотношения {4.18)—(4.20) на примере простейшей гар: 
монической частотной модуляции, когда мгновенная частота колебания 
определяется выражением 


(1) (0) = 00+ о, соѕ 47, (4.21) 


Здесь ор == 2л, представляет собой амплитуду частотного отклонения. 
Для краткости о, в дальнейшем будем называть девиацией ча: 
стоты или просто девиацией. Через о, и ©, как и в случае 
амплитудной модуляции, обозначены несущая частота и модулирующая 
частота. 

Составим выражение для мгновенного значения колебания (тока 
или напряжения), частота которого изменяется по вакону (4.21), а 
амплитуда постоянна. 

Подставляя в (4.19) (2) из уравнения (4.21), получаем 


$(0 = (0, о, соѕ 90) 4 -- 6. 


0 


Выполнив интегрирование, найдем 
д | 
р (0) аз ѕіп 97+ 0. (4.22) 
Таким образом, 


а (2) = А, соѕ | і 2 ѕіп ©; -- 6 р | (4.23) 


Фаза колебания а({) наряду с линейно возрастающим слагаемым ®оё 
содержит еще периодическое слагаемое (01/9) $11527. Это позволяет 
рассматривать а(2) как колебание, модулированное по фазе. Закон этой 
модуляции является интегральным по отношению к исходной чаетот- 
ной модуляции. Именно, изменение частоты по закону ©, с0$ при- 
водит к изменению фазы по закону («0,/9) ѕіпо /, 

Амплитуду изменения фазы 


== —— = Т (4.24) 


часто называют индексом угловой модуляции. 
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Заметим, что индекс модуляции совершенно не зависит от средней 
(немодулированной) частоты ®., а определяется исключительно ве- 
личиной девиации о, и модулирующей частотой ©. 

Рассмотрим теперь противоположный случай, когда стабильное 
по частоте и фазе колебание пропускается через устройство, осу- 
ществляющее периодическую модуляцию фазы по закону 69(1) = 
== 0,,.„„ 51п9/, так что колебание на выходе устройства имеет вил 


а (0) = А, соѕ [0,74-9,81 9 + 04. (4.23') 


мак 


Какова частота этого колебания? Применяя выражение (4.18), 
находим 


о (= =. [020,2 511 914-0, = би с03 1. (4.21) 


Учитывая соотношение (4.24), приходим к выводу, что бис 5 = Ф. 
Таким образом, гармоническая модуляция фазы с индексом Ө 
эквивалентна частотной модуляции с девиацией о, = данс ©. 

ИЗ приведенного примера видно, что при гармонической угловой 
модуляции по характеру колебания нельзя заключить, с какой мо“ 
дул цией мы имеем дело — с частотной или фазовой. В обоих случаях 
веТбр ОА, изображающий на круговой диаграмме модулированное 
колебание, качается относительно евоего исходного положёния таким 
обраЗем, что угол Ө (рис. 4.12) изменяется во времени по закону: 


мако 


0—9. кс $11 5% при фазовой модуляции, 0 = Е ѕіп ОЎ = баке 5іП 94 


при чавтотной модуляции (по закону Ло = о, с0$ 92). 

В то же время различие между частотной и фазовой модуляцией 
проявяяется при изменении частоты модуляции. 

При частотной модуляции величина девиации ®; пропорциональна 
амплитуде модулирующего напряжения и не зависит от частоты мо- 
дуляциц © 

При фозовой же модуляции величина би„ пропорциональна ам- 
плитуде модулирующего напряжения и не зависит от частоты моду- 
ляции. 
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Эти положения поясняются рио. 4.13 и 4.14, на которых показаны 
частотные характеристики для величин о, и б.н. при частотной и 
фазовой модуляции. В обоих случаях предполагается, что на вход 
модулятора подается модулирующее напряжение с неизменной ампли- 
тудой ЏО, а частота © изменяется от Эмин до Омане. 

В первом случае, т. е. при частотной модуляции, величина @џ, 
зависящая, как указывалось выше, только от амплитуды У, будет по- 
стоянной величиной. Величина же индекса модуляции, т= о./9== 
== макс, С увеличением частоты будет убывать (рис. 4.13). 

Во втором случае, т. е. при фазовой модуляции, Ө,,„„„ не зависит 
от Од аз; = Ө, @ изменяется пропорционально частоте модуля: 
ции (рис. 4.14). 


Рис. 4 13 Рис. 4.14 


Если на вход модулятора подается не гармоническое, а сложное 
напряжение, то структура модулированного колебания различна 
при ЧМ и ФМ. В первом случае медленным изменениям сигнала, т. е. 
низким частотам, соответствуют очень большие значения бизн 
(рис. 4.13), а во втором, т. е. при фазовой модуляции, — очень малые 
значения ®д (рис. 4.14). 

Поясним это на примере. Пусть на вход частотного и фазового моду- 
ляторов подается одинаковое напряжение, частота которого изменяется 
в пределах от Рмия == 200 гц до Ё, = 2 000 гц. При частотной мо- 
дуляции [л = 20 кгц, а при фазовой модуляции @м„„. = 0,5 рад, 
причем эти величины при заданной и неизменной амплитуде (/ остаются 
неизменными в полосе от 200 до 2 000 гц. Тогда при ЧМ максимальное 
значение фазового отклонения при Рыин будет равно 

Н 20 000 


Оыано ЕЕ г аы 7900. = 100 рад, 


минимальное же значение фазового отклонения при Рак будет 


При фазовой модуляции минимальная девиация, равная |, ман = 
== Омане Рмих = 100 гц, будет при нижней частоте модуляции Ё „мв. 
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Максимальная же девиация, равная ў, маке = Өмаке Ёмаке == 1000 гц 
будет при верхней частоте модуляции Рак. 

Помимо различия в структуре колебания (при модуляции сложным 
сигналом), частотная и фазовая модуляции различаются по способу 
осуществления. В первом случае обычно применяется прямое воздей- 
ствие на частоту колебаний генератора. В случае же фазовой модуля- 
ции генератор дает стабильную частоту, а фаза колебания модулирует- 
ся в одном из последующих элементов устройства. 


4.5. ЧАСТОТНЫЙ СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ. 
ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ : 


Пусть задано колебание 
а (1) = А, соѕ [0,1-0 (2)], (4.25) 


относительно которого известно, что передаваемое сообщение $1) 
заложено в функцию 0(41). Если колебание а(1) получено с помощью 
фазовой модуляции, то 6(1) и $(1) полностью совпадают по форме и от- 
личаются лишь постоянным коэффициентом. При этом, очевидно, с точ- 
ностью до постоянного коэффициента совпадают и спектры функций 
0(1) и 80. В случае же частотной модуляции функция 6(0 
является интегралом от передаваемого сообщения 5(1). Это выте- 
кает из выражений (4.19) и (4.20). Так как интегрирование 
является линейным преобразованием, то при частотной модуляции 
спектр функции 6(1) состоит из тех же компонентов, что и спектр 
сообщения 5(1), но с измененными амплитудами и фазами. 

Отвлекаясь от способа осуществления угловой модуляции — фа- 
зовой или частотной — и считая известным и заданным спектр функ- 
ции 0(#), найдем спектр модулированного колебания а(1). С этой целью 
выражение (4.25) преобразуем к виду 


а (1) = Аџсоѕ 0 (1) соѕ в,  — Ао ѕіп Ө (6) ѕіпо, Е. (4.26) 


Из (4.26) следует, что модулированное по углу колебание можно 
рассматривать как сумму двух «квадратурных» колебаний вида соѕо 
и 5іп ©оѓ, каждое из которых модулировано по амплитуде. Но в $ 4.3 
было установлено, что для определения спектра амплитудно-модулиро- 
ванного колебания достаточно сдвинуть на частоту о џ спектр огибаю- 
щей амплитуд. Следовательно, для нахождения спектра колебания 
а(2), определяемого выражением (4.26), необходимо сначала найти 
спектры функций с0$6({) и $11 6(1), т. е. спектры огибающих квадратур- 
ных колебаний. Перенос этих спектров на частоту ®, может быть за- 
тем осуществлен таким же образом, как и при обычной амплитудной 
модуляции. 

Из приведенных рассуждений следует, что при одном и том же пере- 
даваемом сообщении спектр колебания, модулированного по углу, 
значительно сложнее, чем модулированного по амплитуде. Действитель- 
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но, так как соѕ 0(0 и ѕіп 0(1) являются нелинейными функциями 
своего аргумента 0(2), то спектры этих функций могут существенно 
отличаться от спектра функции 9(2): возможно возникновение кратных 
и комбинационных частот, как это имеет место при обычных нелиней- 
ных преобразованиях спектра. 

Это обстоятельство, а также наличие двух «квадратурных» слага- 
емых показывает, что при угловой модуляции спектр модулированного 
колебания нельзя получить простым сдвигом спектра сообщения на 
величину несущей частоты о џ, как это имеет место при амплитудной 
модуляции. Связь между спектрами сообщения и модулированного 
колебания оказывается при угловой модуляции более сложной. 


4.6. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ 
УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 


Приложим полученные выше результаты к колебанию вида 
а (1) = А соз (в, -+- т ѕіп 98. (4.25') 


Это выражение совпадает с (4.23) и (4.23'). Начальная фаза 0,, а также 
начальная фаза модулирующей функции у опущены для упрощения 
выкладок. В случае необходимости они легко могут быть введены 


в окончательные выражения. 
В данном случае 9(4 = тѕіп©/, Подставляя 60(1) в выражение 


(4.26), получаем 
а (1) = А’ соѕ (т ѕіп 4) соѕ в, #— А, ѕіп (т ѕіп От в. (4.27) 
Учитывая, что множители со3(т$1п@В и зт(тзт@й являются 


периодическими функциями времени, разложим их в ряд Фурье. 
В теории бесселевых функций доказываются следующие соотно- 


шения: 
ѕіп (т ѕіп 4) = 27; (т) ѕіп 9 -- 27, (т) ѕіп 307 -- 
+22, (т) ѕіп 507 — (4.28) 
соѕ (тт ѕіп 97) = Ј, (т) - 27, (т) соѕ 20; + 27, (т) соѕ 491 --..., (4.29) 
ѕіп (т соѕ 62) = 27; (т) соѕ 97—27, (т) соѕ 301 + 
+27, (т) соѕ 501 — (4.28) 
соѕ (т соѕ О) = Ј, (т) — 27, (т) соѕ 207 -- 27, (т) соѕ 401—.., (4.29) 


Здесь Ј, (т) —бесселева функция первого рода и-го пдрядка от 
аргумента т. 
С помощью соотношений (4.28) и (4.29) уравнение (4.27) может 
быть приведено к виду 
а (1) = А, 17, (т) созо, 1—27, (т) зп 97 ѕіпо, 2+ 
+27, (т) соѕ 207 соѕ оо — 27, (т) ѕіп 30 т о, Ё--.., (4.30) 
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или в более развернутой форме 
а (1) = А,соѕ (о, + т ѕіп 2) = А, (7, (т) соѕ ої 
+3; (т) [соѕ (о, 9) —с0$ (о, — 9) 4 + 
7, (т) [соѕ (о, 2%) 2 + соѕ (в, — 29) | -- 
+7, (т) [соз (о, + 39) 2 —соѕ (оо —39) А + 
ә зъисичитатинкиа КУ (4.31) 
Таким образом, при частотной и фазовой модуляции спектр коле- 
бания состоит из бесконечного числа боковых частот, расположенных 
попарно симметрично относительно несущей частоты ®, и отличаю- 
щихся от последней на п, где п — любое целое число. Амплитуда п-й 
боковой составляющей равна А, = Ј,(т)А,, где А, — амплитуда 
немодулированного колебания, а т — индекс модуляции. Отсюда 
следует, что «удельный вес» различных боковых частот определяется 
величиной т. 


Рассмотрим режимы угловой модуляции при малых и больших 
значениях т. Если т << 1, так что имеют место приближенные ра- 


венства 
ѕіп (ит ѕіп $24) = тзш Ор соѕ (т 5іп ОЈ) = 1, 


то выражение (4.27) переходит в следующее: 
а (2) == А, (соѕ о — т ѕіп ОЁ ѕіп в, й) = 


= Асо ФоЁ + ==. соз (+9) соѕ (00 —2) 1. (4.32) 


Сравним это колебание с амплитудно-модулированным колебанием, 
у которого модулирующая функция (т. е. передаваемое сообщение) 
такая же, как и при частотной модуляции. Так как выражение (4.32) 
получено из (4.25), то для удобства сравнения зададим амплитудно- 
модулированное колебание в аналогичной форме: 


а (2) = А, [1 -НМ ѕіп ОА соѕ оу = 
Д, [оз оі +5 зт (004-9)/ +5 зіп (0—9) | . (4.33) 


Из сравнения (4.32) и (4.33) видно, что при малых значениях т 
спектр колебания, как и в случае амплитудной модуляции, состоит из 
несущей частоты ®. и двух боковых частот: верхней о, - © и нижней 
@о — 5. Единственное отличие заключается в фазировке боковых 
частот относительно несущего колебания. Это положение иллюстри- 
руется векторной диаграммой, показанной на рис. 4.15, а и 6. Вектор 
модуляции ОР при угловой модуляции всегда перпендикулярен 
к направлению вектора ОД, изображающего несущее колебание 
(рис. 4.15, а). Вектор ОЁ, изображающий результирующее колеба: 
ние, изменяется как по фазе, так и по амплитуде; однако при 
т = ды. << 1 амплитудные изменения настолько малы, что ими 
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можно пренебрегать и модуляцию можно в первом приближении рас, 
сматривать как чисто фазовую. При амплитудной модуляции 
(рис. 4.15. 6) вектор ОЕ изменяется только по амплитуде. 
Спектральная диаграмма угловой модуляции при т << 1 пока- 
зана на рис. 4.16. Так как фазы отдельных составляющих колебаний 
этой диаграммой не учитываются, то характер диаграммы получается 
такой же, как и в случае амплитудной модуляцин (рис. 4.7). Ампли. 


Рис. 4.15 


туды колебаний боковых частот равны тА „/2, таким образом, в данном 
случае индекс модуляции т совпадает по величине с коэффициентом М, 
характеризующим глубину изменения амплитуды при амплитудной 
модуляции. Заметим, что ширина спектра при т <<1 равна 20, как 
и в случае АМ. Этот результат показывает, что при очень малых деви- 


ациях Ф@д (по сравнению с $) ши- А, 
рина спектра от величины в; не 
зависит. 
При увеличении фазового от- тА, тА 
клонения, т. е. при возрастании 2 н 


величины т, уравнение (4.32) и 
диаграмма рис. 4.15, а не дают пра- 
вильного представления о действи- 
тельной картине явлений при ча- Рис. 4.16 
стотной или фазовой модуляции. 
Это объясняется тем, что с помощью колебания несущей частоты и 
всего лишь одной пары колебаний боковых частот невозможно пред- 
ставить колебание, частота или фаза которого изменяются в широ- 
ких пределах по синусоидальному закону, а амплитуда остается 
строго постоянной. 

Для получения правильной картины необходимо учитывать бо- 
ковые частоты высших порядков, в соответствии с выражением (4.31). 

При значениях индекса т от 0,5 до 1 приобретает некоторое значение 
вторая пара боковых частот, ввиду чего ширина спектра должна быть 
приравнена 40. Далее, при 1 < т < 2 приходится считаться с треть- 
ей и четвертой парами боковых частот и т. д. Спектрограммы для т == 
= | ит = 2 приведены на рис. 4.17, аи б. Амплитуды всех составля- 
ющих спектра представлены на этих ‘рисунках в виде вертикальных 
отрезков, длины которых равны /„(т), а”расстояния от отрезка ./ (т), 
соответствующего амплитуде колебания несущей частоты, равны И®, 
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где © — частота модуляции, а п — порядковый нормер боковой ча- 
стоты. Амплитуда результирующего колебания принята за 100%, 
т.е. А. = 1; обозначенные на рисунках величины Ј„(т) дают амплитуды 
колебаний соответствующих частот в процентах от амплитуды резуль- 


тирующего колебания. 


Рис. 4.17 


Рассмотрим теперь случай больших значений т. Вопрос сводится 
к выяснению зависимости бесселевой функции /„(т) от порядкового 
номера п при больших значениях аргумента т. Оказывается, что при 
т № 1 величина +/„(т) более или менее равномерна при всех значениях 


Рис. 4.18 


п, меньших, чем аргумент т. При п, близких к т, /„(т) образует 
всплеск, а при дальнейшем увеличении п функция /„(т) быстро убы- 
вает до нуля. Общий характер этой зависимости показан на рис. 4.18 
для т = 100. Из рисунка видно, что наивысший номер п боковой ча- 
стоты, с амплитудой которой необходимо считаться, приблизительно 
равен индексу модуляции т (в данном случае п = 100). 

Приравнивая это максимальное значение ии, величине т, при: 
ходим к выводу, что полная ширина спектра модулированного коле 


бания равна 
2п О —= 20, 


Пмакс 
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Но т = о,/©. Следовательно, при больших индексах модуляции шц- 
рина спектра модулированного колебания близка к удвоенной девиации 
частоты: 

2п © — 20. (4.34) 


Заметим, что в соответствии с определением т [см. (4.24)|, выра- 
жение «модуляция с малым индексом» эквивалентно выражению «бы- 
страя модуляция», а «модуляция с большим индексом» эквивалентна 
«медленной модуляции». Поэтому можно сформулировать следующее 
положение: при быстрой угловой модуляции (когда @. << %) ширина 
спектра модулированного колебания близка к величине 2%; при мед- 
ленной угловой модуляции (когда о, >>> ©) ширина спектра близка 
к величине 2%. 


макс 


4.7. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ СЛОЖНОЙ 
УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 


Для уяснения метода нахождения спектра при несинусоидальной 
угловой модуляции рассмотрим некоторые важные для практики при: 
меры сложной периодической модуляции фазы. 


1. «Прямоугольное» изменение фазы (рис. 4.19,а) 


Скачкообразное изменение фазы используется в системах, работающих с фа- 
зо-манипулированным сигналом. 

При обозначениях, приведенных на рис. 4.19 а, изменение фазы внутри 
одного периода модуляции определяется следующими условиями: 


Т 
Омакс при 0<і о’ 


Ө (2) = (4.35). 


Т 
— Өмакс при а 9 < Т. 


Изменение частоты колебания А0(#), равное производной от 6(#) имеет вид, 
показанный на рис. 4.19, 6. Величина Ао({!) равна нулю на всей оси і, кроме 


моментов & = 0, +7/2, Е 5 и т. д., в которых функция 6({) терпит разрыв. 


В этих точках А6(!) обращается в бесконечность. Математически это соответст: 
вует знакопеременной последовательности дельта-функций, умноженных на 
постоянный коэффициент А, который определяется из условия, чтобы интеграл 
от А (1) совпадал с заданным законом изменения фазы. 

Рассматривая, например, момент времени {і = 0, получаем следующее усло- 


вие: 
72 Т/2 
| До (/) йі = | 20 (2) = 20 мако» 
ТУ —1Т/2 
откуда 
7/2 
Е \ 6 (2) 41 = Е = 20 макс. 
—Г/2 
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Таким образом, изменение частоты вблизи момента времени # = 0 должно 
быть представлено в виде функции 20макс (0). В моменты времени # = 47/2 
аналогичные функции должны быть записаны в виде —20макс 0(# + 7/9) ит. д. 

Обратимся к определению спектров функций соѕ0(ѓ) и ѕіпӨ(0, т. е. огибаю- 
щих квадратурных колебаний [см. выражение (4.26)]. Графики этих функций 
показаны на рис. 4.19, в. Так как 6(1) — нечетная функция времени, постоянная 
внутри интервалов 0, 7/2 и 0, —7Т/2, то соѕ0 == с0$@мак; == соп, а зп Ө имеет 
вид прямоугольной волны с амплитудой, равной ѕіпдмакс. При выбранном на 
рис. 4.19 начале отсчета времени $110( является функцией, нечетной относи- 
тельно # Поэтому ряд Фурье этой функции содержит только синусоидальные 
составляющие. 


Применяя выражение (2.32), находим общее выражение для коэффициента 
ряда 
туд Т/2 


2 А А 4 
беп = т | ѕіп Ө (#) зп пой = т | ѕіп Өмакс $1 ПОМ = 
— 1/2 0 


а 4 $11 Өманс м о 2 1 
по зле --— ). 
Но 
пот 
7 = ПП, 
следовательно, 
4 ѕіп Өмаке 
Вор = "80-0. == 
зв лл при п = 1, З, 5, ее 
м 


бп = 0 при п=0, 2, 6, ... 
Таким образом, ряд Фурье для зіп 6 (1) имеет следующий вид: 


4 а 1 
з1п Ө (2) = 7 511 Өмакс [зло о + = 51п 89; -- = зіп 591+... | 
#32 


Теперь остается перенести спектры огибающах соз 6 (Ѓ) и $10 0 (7) на соответст 
вующие квадратурные колебания. 


| 
| 
1-7/2 


7/2 
Рис. 4.20 
Косинусное колебание запишется как 
А, соѕ 0 (#) соѕ @о{ == Ау соѕ мано С0$ о & 
а синусное колебание — 


4 1 
Ав ѕіп Ө (1) зт ®. = г Аз зіп Өмакс Е Е ѕіп Ф -Ё ЕУ $11 ЗЯЁ зїпе,ѓ+ 


1 4 1 
га = ѕіп ОЕ ѕіп Фоё-Е.. | не 3 Ас! д макс Е с0$ (оо — 9) — 


– соѕ (0, + 9) - . тя соз (0, — 39) #— . _ соѕ (0-39) н...) 


3 2 


2А Т 
?А4,/Зт 


—39 щ;2Я м; 0 450 м2 о *39 Ш 


Рис. 4.21 


Таким образом, окончательное выражение для фазо-манипулированноге 
колебания принимает следующий вид [см. (4.26) ]1 


2 
а (2) == А, \еоз Өмакс с05 9. + 8 зіп Өмакс [805 (о, _- 9) {== соѕ (0,9) 1] +- 
2 
— и ѕіп Өмакс [60$ (@о -Ё 30) Ё- соѕ (оо — 39) 1] -+- 


2 
+ Ее ѕіп Өмакс {08 (Фо + 59) { — соѕ (в, — 50) /] +. . 3. (4.36) 


Для практики особый интерес представляет случай Өмакс = 7/2, когда ска- 


чок фазы равен п. зо-манилулированное колебание при этом принимает вид, 
показанный на рис. 4:20. Черёз` каждые полпериода модуляции происходит «оп: 
рокидывание фазы» колебания. При этом соѕ0макс == 0; ѕіпӨмако == 1 и 


а (1) = = [ео (о. + 59) соѕ (оо 9) {+ — [соз (до -Ё ЗО ) 1 
1 
== СОЗ (00 — 39) {] + 5. [соѕ (© -- 50) { — соѕ (оо — 59) 1] + ... | (4.37) 
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Спектр амплитуд для этого случая построен на рис. 4.21. При частоте © == в 
амплитуда равна нулю. Это означает, что при @манс == 7/2 в модулированном ко- 
лебании несущая частота вообще отсутствует. 


2. «Треугольное» изменение фазы (рис. 4.22,а) 


В приведенных на рис. 4.22, а обозначениях изменение фазы колебания 
внутри одного периода модуляции 


г 


при 090<1#<—. 


40 макс | 
2 


6 (2) = — бмаке т 12 


Рис. 4.22 


Изменение частоты колебания, показанное на рис. 4.22, 6, запишется в виде 


- 0 0<{< = 
— эко = ©) при ——, 
ГОРА 46 (0 т Умако п р 9 
— 7 Омако = — д при = 7 < < 0. 


Подобный закон изменения частоты используется в системах, работающих 
с частотно-манипулированным сигналом. 


В данном случае 6(#) является четной относительно і функцией, поэтому 
спектр функций соѕ0(2) и ѕіпӨ(;) выразится через косинусные коэффициенты 


4 Гу? Р Тр 
Осо = | соѕ 0 (#) соѕ по 2 == т \ соѕ (од Өмакс) с0$ 29 а, 


0 0 
а 202 а № 
268 = бт \ ѕіп 0 (1) соѕ по аі = т \ ѕіп (од ѓ-—Өмакс) 05 ПОЇ 4. 
0 02 


Выполнив несложные тригонометрические преобразования и введя обозиа- 
тения 


оОд7Т д 27 


‹ _—_— ШІ 
Омакс 4 4 о 
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где т — индекс модуляции, после вычисления интегралов придем к следующим 
окончательным выражениям: 


а 2 тл 
2 лт 2 
4 т . тл 
али == = ———— П 7 при четяых й 
сп л (т? — п?) 9 р , 
=0.......... при нечетных и, 
4 т тл 
аап == ——— = 60$ — при нечетных л 
п я (т2л?) 2 ў 
=з (О... еее е + ь ПРИ четных й. 


Таким образом, 
2 тп 4 т ‚тл 
соѕ 0 (0) == ѕіп а ее (та 93) $ ги соѕ 201 4- 
4 т тл 
— ———————— іп — с05 401 ва 
т +... 


тл 4 
с0$ — соѕ 01 + — 


Е... аав рое вбї 
$11 0 (0) =— тп) о п (3) 5 соѕ +... 


Подставив полученные ряды в общее выражение (4.26), получим 


2 тп 4 т тл Р 
а (2) = А | — 51п—.- с0$ Фо Ре 8—1) соѕ о 008 ОЕ ѕіп о, Е 
4 т тт 
— —————— зір ——— с05 20 { соѕ 0! — ... |= 
+ л (т? — 2?) 2 е | 
ГЕ. мм т тп . 
=: Ап е $1 © с0$ 9 Ё— а с0$ 5. ѕіп (0-4 9} #— 


т тл . 
— т.м 69 Еа 5іп (62, — 0) в а) $ о 
ея 77 29) # 4.38 
——_—_—— $ 7—— С05 (00 =— ТТИ С . 
+ (22%) о (о (4.38) 
Из (4.38) видно, что спектр колебания состоит из большого числа боковых 
частот, аплитуды которых пропорциональны 2м/[л(т? — п?)]. 


тл 
— соѕ (00-4 29) 1- 


Рис. 4.28 


При т == 0 все слагаемые в 0({), кроме первого, обращаются в нуль. Ампли- 
туда первого слагаемого после. раскрытия неопределенности обращается в А.. 
Если т — целое число, то один из коэффициентов вида 1/(т? — и?) при (т = п) 
обращается в бесконечность, однако при учете множителя соѕ(7/7/2) или ѕіп(7т/2) 
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получается неопределенность, которая легко раскрывается. Как и в случае гар- 
монической модуляции (см. $ 4.6), при больших значениях т амплитуды боко- 
вых частот максимальны для значений п, близких к т. При дальнейшем увели- 
чении п амплитуды боковых частот быстро уменьшаются. 

Спектр амплитуд частотно-манипулированного колебания при т == 4 изоб- 
ражен на рис. 4.23. Здесь @; = Фу — т, а @ = в, + м9. 


3. Изменение фазы по квадратичному закону 
(рис. 4.24, а) 


Соответствующая этому изменению фазы пилообразная модуляция частоты 
изображена на рис. 4.24, 6б, на котором через од обозначена амплитуда откло- 
нения мгновенной частоты от средней частоты Фо, а через 20д — полный размах 
частоты за один период модуляции. Такая модуляция часто применяется в 
различных радиотехнических системах и измерительных устройствах. 


Рис. 4.24 


Для отыскания спектра непрерывного колебания, частота которого изме- 
няется по периодическому закону, показанному на рис. 4.24, б, поступим сле- 
дующим образом. Выделим отрезок колебания, соответствующий одному перио- 
ду изменения частоты (рис. 4.25), и найдем спектральную плотность 5(@0) такого 
непериодического сигнала. Используя затем установленную в $ 2.6 связь между 
спектрами периодического и непериодического сигналов, найдём дискретный 
слектр сигнала при периодической пилообразной модуляции. Преимуществом 
такого способа является большая наглядность структуры сплошного спектра — 
амплитудного и фазового — по сравнению с дискретным спектром. Кроме того, 
спектр одиночного импульса, изображенного на рис. 4.25, понадобится в даль- 
нейшем. 

В приведенных на рис. 4.25, б обозначениях мгновенную частоту заполнения 
импульса можно представить следующим образом: 


о (2) = 0,4 В (4.39) 
где 

„2200. 0А 

Вы =02 > (4.40) 


есть скорость изменения (линейного) частоты внутри импульса, длительность 
которого равна Т. Тогда мгновенное значение колебания в интервале от —7Т/2 
до Т/2 (рис. 4.25, а) определяется выражением 
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з 

а (1) = Аз соѕ (оо а) = Ау СсоЅ (вое Б-). (4.41) 
ль г 
"Я <#< + о. 


Применяя общее выражение (2.48), определяем спектральную плотность 
рассматриваемого радиоимпульса: 


1/2 Ве 
$ (©) = А, 0$ (+) е— “9! й = 
7/9 
Г/2 
== Л. А, ехр [ Б —(0 — д) (} аі -- 
=Т/? 
гү? ве 
+5^ [ею (- [++ о) |} @, (4.42) 
—9/2 


Рис. 4.25 


Первое слагаемое в правой части полученного выражения определяет 
всплеск спектральной плотности вблизи частоты © = ®,, а второе — вблизи 


частоты © «а — 00. 
При определении $(®) в области положительных частот второе слагаемое 


можно отбросить [см. $ 4.3, пояснения к формулам (4.11) — (4.11')]. 

В первом же слагаемом показатель степени в подынтегральной функции це- 
песообразно дополнить до квадрата разности (В считаем положительной величи- 
ной) 


В вы! = [2° ТИ Ку Р г) а, (4.43) 


где использовано обозначение 
о — 00 


———. 4.44) 
У2В 


а 
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Подставляя выражение (4.43) в (4.42) и переходя к новой переменной 


рУ Ед (4.45) 
х = 7) ' 
получаем 
[1/2 аа 
$ (©) = е7 4 ер Ва -а) й? = 
Т/2 
В 1 а — (00 
А и. | —1 (0 — во)? | её? 4 
== —— — Ди х. 
5 Т ехр 58 
ИЕ Т 0—00 
Р 5 27 ущ 


Е у о _ 07-7 СРУ 
а= 2020 ув = 8 в шв 


Заметим, что произведение ВТ = 20д есть полная девиация частоты (угло- 
вой) внутри импульса, а ВТ:·Т = 20.7 представляет собой безразмерный пара. 
метр, имеющий смысл индекса фазовой модуляции. В данном случае частотную 
модуляццию удобно характеризовать с помощью пронзведения полной девиации, 
выраженной в герцах. на длительность импульса Обозначим этот параметр че- 


рез т: 
т= 21, Т. (4.46) 


Тогда ц и и; можно записать так: 
8 аа га 2 
а Ут Е) 
4 4 д 3 Од 
а-н Ја 99 пи ем). 
4 4 ®д 4 ®д 


В этих обозначениях выражение для $ (@) принимает следующий вид: 


(4.47) 


Ау от: 102 ба хт 
— е е ах == \ е ах| == 
Уз | | 


— 1 (0 — 00е)? 


=— И 2де 98 (Си) С (из) +15 (0) = 5 (08)]), 4.48) 


і (о — 0а)? и} 
$ (0) = | 


где интегралы Френеля С (и) и $ (и1) запишутся в виде 
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1з 


11 
9 
С (а) = = соѕ х2 4х: С (из) = 2. | сова, 
Ил ' У ?л 


0 


(4.49) 


11 а. 
2 р 2 
8 (01) =—— | зіп х2 4%; 9(и,) = —— | ѕіп х? 4х. 
У 2х . | Ул 
0 


Из (4.48) следует, что модуль спектральной плотности рассматриваемого 
сигнала равен 


= Ут Убе Сау 08 0075 И, 4.50) 


Рис. 4.26 
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а фазовая характеристика спектра при о > 0 


Хо —@0)? 5 (01)—5 (и) _ 
р А с соне 
л (© — Фо)? $ (01) — $ (12) 
а (0—00) _ а анаа Ч 4.51 
24" в а С (и! )—С (из) . а 


д 


Графики зависимости 5(®)У 2В/л/ Ау от (о — оо)/ од для нескольких значений 
параметра т изображены на рис. 4.26. Существенно, что при больших значениях 
т (порядка ста и больше) форма 5(0) приближается к прямоугольной и ширина 
спектра близка к величине 20д, а фазовая характеристика %(о) принимает вид 
квадратичной параболы (рис. 4.26, а). Второе слагаемое в (4.51), стремящееся 
к постоянной величине 7/4, опущено. При о = @ ш = улт/4, а и, = — щ. 
При больших т, т. е. при | ш | = |0, | № 1, С(щ) — С(ы,) = Ти 5(01) — $(из) = 
= 1. Таким образом, квадратный корень в выражении (4.50) обращается в У? 
И $ (60) 2х у= Аб. 

В случае отрицательного В (т. е. при убывании частоты внутри импульса) 
выражение (4.50) остается прежним, ав (4.51} знаки должны быть изменены на 
обратные. Наконец, при отсчете времени от начала импульса спектральная плот- 
ность рассматриваемого сигнала, сдвинутого на Т/2 в сторону запаздывания, 
должна быть представлена в форме 


$ (0) == $ (0) е—® (9) е 7/2, (4.52) 


где 5(%) и %(—) определяются соответственно выражениями (4.50) и (4.51). 

Итак, спектральная плотность одиночного импульса с линейным измене- 
нием частоты заполнения найдена. Для построения дискретного спектра колеба- 
ния с пилообразной частотной модуляцией (рис. 4.24, 6) остается па рис. 4.26 
нанести спектральные линии, отделенные одна от другой частотным интервалом 
равным ИТ, а также изменить масштаб по оси ординат в 2/7 раз [см. $ 2.6, вы- 
ражение (4.41)]. 

Приведенных примеров достаточно для уяснения методики нахождения 
спектров колебания при любых законах периодической модуляции фазы или 
частоты, а также при некоторых непериодических модулирующих сигналах. 

В более общих случаях, например при модуляции частоты или фазы случай- 
ными процессами, нахождение спектра эффективнее осуществлять по автокор- 
реляционной функции модулированного колебания. 


4.8. ОГИБАЮЩАЯ, ФАЗА И ЧАСТОТА 
УЗКОПОЛОСНОГО СИГНАЛА 


Современное состояние радиотехники характеризуется непрерыв- 
ным усовершенствованием способов передачи информации. Это раз- 
витие идет по линии изыскания новых видов сигналов и новых способов 
их обработки. 

Рассмотренные в предыдущих параграфах модулированные коле- 
бания являются лишь простейшими видами радиосигналов. Часто 
приходится иметь дело с радиосигналами, получаемыми в результате 
одновременной модуляции амплитуды и частоты (или фазы) колебания 
по весьма сложному закону. 

В любом случае предполагается, что заданный сигнал 5$(#) представ- 
ляет собой узкополосный процесс, Это означает, что все спектральные 
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составляющие сигнала группируются в относительно узкой по срав- 
нению с некоторой центральной частотой ®. полосе. 
При представлении подобных сигналов в форме 


$(1) = А (2) созт (2) (4.53) 


возникает неоднозначность в выборе функций А(/) и ф(1), так как при 
любой функции %(/) всегда ор удовлетворить уравнению (4.53) 


надлежащим выбором функции А(2). 
Так, например, при желании, простейшее (гармоническое) коле- 
бание 


$ (1) = А’ со юр (4.54) 
можно представить в форме 
$(1)=А(0 соѕ оѓ, (4.54') 


где ® = ®, - До. | 
В выражении (4.54’”) огибающая А(1) в отличие от А, является 
функцией времени. Эта функция может быть определена из условия 


Аус0$ 9, = А (1) соѕ (о, + Ао), 
откуда 
Аосоѕ 05  __ Ао соѕ 00 
соѕ (2 Ао): соѕ Доѓ соѕ Фо —ѕіп АюЁ5ш оѓ 


И. ИНОНИ (4.55) 


соѕ оѓ — ѕіп До (Я оо Ї 


Из этого примера видно, что при нерациональном выборе аргу- 
мента (1) [04 вместо о, сильно усложнилось выражение для А(В, 
причем эта новая функция 4(2), по существу, не является «огибающей» 
в общепринятом смысле, так как она может пересекать кривую (7) 
(вместо касания в точках, где 5() имеет максимальное значение). Опе- 
рирование с подобной «огибающей» не имеет смысла, а в некоторых 
случаях и недопустимо, так как может привести к ошибочным прак- 
тическим выводам (например, при рассмотрении работы амплитудного 
детектора). 

Неопределенности можно избежать при представлении 4(1) и %(/) 
с помощью следующих соотношений: 


А()= У 2 (1) 4-82 (0), (4.56) 
(2) =агсір 20, (4.57) 


(0) 


где 5:(/) — новая функция, связанная с исходной функцией 5(#) соот- 
ношениями 


[<] 


аы | 500 ат, (4.58) 


л т—ї 
— о 
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ос 


арена. | з (0) д. (4.59) 
л за 8 


Эти соотношения называются преобразованиями Гильберта, а функ- 

ция 51(й) — функцией, сопряженной (по Гильберту) функции $(1. 
соответствии с выражениями (4.56)—(4.57), рассматриваемая 
функция 5(#) представлена в виде проекции вектора А(1) на ось аб- 

сцисс, относительно которой отсчитывается угол 1р(2) (рис. 4.27). 
Для выяснения смысла выражений (4.56)—(4.57), а также требо- 
вания, чтобы 5:(/) являлась функцией, сопряженной по Гильберту 
исходной функции 5(#), рассмотрим сна- 
чала некоторые свойства 4(#), вытекаю- 
щие непосредственно из выражения 
(4.56) и справедливые при любой функ- 

У ции 5:(#). 
Прежде всего мы видим, что в точ- 
ках, где функция %(/) равна нулю, 
имеет место равенство 


0 51) | А(0) = 5 (0. 
Рис. 4.27 Дифференцируя (4.56), получаем 
ад 4$ . 08. 
Я 


Отсюда видно, что при $1 = 0, когда А(#) == 5(1), имеет место допол- 
нительное равенство 
АА 45 


— — — 


а а 

Следовательно, в точках, в которых $1(1) = 0, кривые А(2) и $(0 
имеют общие касательные. 

Этих условий, однако, еще недостаточно для того, чтобы можно 
было рассматривать А(#) как «простейшую» огибающую быстро осцил- 
лирующей функции 5$(0. | 

Необходимо потребовать, чтобы кривая А(#) касалась кривой (2) 
в точках, в которых последняя имеет амплитудное или достаточно 
близкое к нему значение. Иными словами, в точках, где 51(#) обращается 
в нуль, функция $(Р) должна принимать значения, близкие к ампли- 
тудным. Это условие как раз и обеспечивается, если функция 51(/) 
является сопряженной по Гильберту функции 5$(2). Это свойство пре- 
образований Гильберта нагляднее всего иллюстрируется на примере 
гармонического сигнала. 

Пусть 5(#) = с03@.ё. Найдем сопряженную функцию %:(#). При- 
меняя общее выражение (4.58) и переходя к новой переменной х = 
== Т — і, находим 


1 
= | 


$ (0 
—# 


ба 
1 с05 Фот 
= — — | от = 
т 
— с 


л т—/ 
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оо со 
соѕЅ 00 < 4 а т 0 х 
== 1 соѕоџі | а 1 оп 00 | ——0- ду, 
ДА Ж л Ж х 
- оо — 


Известно, что 


| битый 
— 00 х 


(в смысле главного значения) и 


оо 
5іпх 
[ йіх = п. 
х 
— 00 


Следовательно, функции 5(/) = соѕ оі соответствует сопряженная 
функция 


$1 (1) = ЗП 0, 


которая проходит через нуль в моменты, когда исходная функция про- 
ходит через максимум. Аналогичным образом нетрудно убедиться, 
что функции $(2) = ѕіпо,ѓ соответствует сопряженная функция 


$1 (1) = —с0$ 0. 


Подставляя 5(1) = соѕо,ѓ и 51(0) = 5іпо оѓ в выражение (4.56), по- 
лучаем для огибающей гармонического колебания общепринятое вы- 
ражение 


А ({) =У соѕ2 в, Ё-- 31 оѓ = 1. 


Аналогичный результат получается и для $(1) = зтеов $1(8 = 
= ——С05 0,1. 

Как видим, выражение (4.56) определяет огибающую в виде линии, 
касательной к точкам максимума исходной функции и, в случае гар: 
монического колебания, соединяющей два соседних максимума крат: 
чайшим путем — прямой линией. Таким образом, выражение (4.56) 
определяет «простейшую» огибающую. 

Это свойство выражения (4.56) сохраняется и в случае сложного 
сигнала, если выполняется условие медленности изменения огибаю- 
НЫ е. если речь идет об узкополосном сигнале [см. выражения 
4.1). 

Если исходный сигнал представляет собой сумму спектральных 
составляющих 


5 (1) = У (а, соѕ о, {-- 0, зто, В, (4.60) 


то сопряженная функция 
$1 (2) = У (а, 5іпо, 7—0, соѕо, 1). (4.61) 


п 


Ряд (4.61) называется рядом, сопряженным ряду (4.60). 
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Если сигнал $(1) представлен не рядом (4.60), а интегралом Фурье 


бо 


8 (#) = = \ [а (о) с0з ®ё - 2 (о) ѕіп ой до, (4.62) 
0 


то функция 5$1(1) может быть представлена в виде интеграла 
оо 


$1 (2) = > \ [а (о) зтоё— В (о) соѕ оѓ] Яо, (4.63) 


сопряженного интегралу (4.62). | 

Нетрудно установить связь между спектрами функций $(1) и $:(2). 

Так как при преобразовании гармонического колебания по Гиль- 
берту его амплитуда остается неизменной, то очевидно, что по моду- 
лю спектральная плотность $:(@) сопряженной функции 5:(/) не мо- 
жет отличаться от спектральной плотности $(®) исходной функции 
5$(1). Фазовая же характеристика спектра $1(@) отличается от фазовой 
характеристики спектра (0). Из сопоставления выражений (4.63) 
и (4.62) непосредственно вытекает, что все спектральные составляющие 
функции $, (В отстают по фазе на 90° от соответствующих составляющих 
функции $ (і). Следовательно, при ® > 0 спектральные плотности 
$.(%0) и 5(®) связаны соотношением 


$1 (®) = —15 (0), о> 0. (4.64) 
В области отрицательных частот соответственно получается 
$1 (&) ={$ (0), ®< 0. (4.65) 
Вследствие изменения фазовой характеристики сопряженная функция 
51(2) по своей форме может сильно отличаться от исходной функции 


5(1) 
Нетрудно, наконец, заметить, что если исходный сигнал записан 


в форме | 
(1) = А (0) соѕ р (1) = А (2) соѕ [98-0 (1) + 64, (4.66) 


где огибающая 4(#) определена соотношением (4.56), то сопряженная 
функция может быть записана в аналогичной форме 


91 (0) = А (2) 5іп р (0) = А (О) зіп [0,1-0 (2) 4-04. (4.67) 


Это вытекает непосредственно из определения (4.57) и рис. 4.27. 

После того как найдена сопряженная функция $:(/), нетрудно 

с помощью выражений (4.56) —(4.57) найти огибающую А(В, пол- 

ную фазу (1) и, наконец, мгновенную частоту узкополосного сиг- 
нала 

(0 а (01. 300 91 (0—5; (05 (0) 
== — аа ———————————————=., . 
8 йа ӣ |агсіа $ (0) | (0) 52 (0) (68) 
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Выделив в найденной таким образом частоте (1) постоянную часть 
@®,, можно написать выражение для 4(2): 


$(0 = 91 (0-6, (4.69) 


в котором 0(/) не содержит слагаемого, линейно зависящего от вре- 
мени. Тем самым устраняется произвол в выборе «средней частоты» 
сигнала ®‹ и соответственно функции 6(1). 


Поясним применение преобразования Гильберта к определению огибающей 
фазы и мгновенной частоты сигнала на следующем примере. 

Пусть задан сигнал в виде суммы двух гармонических колебаний с близки- 
ми частотами &, и &.: 


< (1) = А, соѕ ®, 1- А, соѕ 0, Ѓ, (4.70) 
и требуется 5({) представить в форме 
$ (4) = А (1 соѕ [00-0 (В -|- 00]. (4.71) 


Расстройка | До | = |, — 0; | полагается настолько малой по сравнению 
с (©. + %1)/2, что колебание $(#) можно считать узкополосным. 

Что следует в данном случае подразумевать под А(В, в и 0(4? Непосред- 
ственно из выражения (4.70) трудно выявить структуру огибающей и фазы ре: 
зультирующего колебания 5(#. Используем поэтому выражения (4.56) — (4.57). 

Сопряженная функция 


81 (2) = Ау $ 01 + А, т 01 Е. 
Применяя формулу (4.56), находим огибающую сигнала $(2): 
А(1) =У(А, соѕ о Г ЕА; соз в, 2 - (А, чп в, Ё-- Ад чп 95 В} = 
= Ауу 1А -- 9 соѕ А о, (4.72) 
где приняты обозначения 


причем для определенности считается, что А < І. 
Полную фазу суммарного колебания находим по формуле (4.57): 


$1 (Ё ѕіп 0; /-- А ѕіП 0, Ѓ 
а (0 = Р ПОРН, (4.73) 
5 (2) соѕ 0 ЁЕ-А соѕ о, 


{= агсів 


Применяя далее формулу (4.68), после несложных алгебраических и три- 
гонометрических преобразований приходим к следующему выражению для мгно- 
венпой частоты: 


# + со; доѓ 


=: А ена 
о (2) и, А 0 1 9-06 сов дв! 


=: +100. (4.74) 


Функция (0 является периодической, с периодом 2л/А о. Найдем постоянную 
составляющую этой функции! 


пі Ла 
1 4 + соѕ доѓ 1+ А 
уре = ЕЛ 0 На = + Ло. (4.75) 
2л/Ао 1 + 6? 2А соѕ До; 2 
-- л/Ао 


см. 112], № 2.554.9 
б зак. 137 | 145 


в сена, 


Прибавляя 1, К @;, получим среднюю частоту Фо, входящую в выражение 
(4.69): 


14- А 
о = © + по = @; 13 Ао. 44.76) 
Наконец, мгновенная частота 


1 А 
о (0) = вот. (0) = 0, + = Ао + т. (0), (4.77) 


где через 1). (/) обозначена переменная составляющая функции 1(#). 
Итак, результирующее колебание может быть представлено в форме 


1+8 


ЕТ 
5()= А, И 14- 22-28 соѕ доѓ соѕ [С Е о) + {а (2) 41-4 Ө. |. (3.78) 
0 


При этом. исключается произвол и неопределенность в выборе огибающей 
и фазы суммарного колебания. При ё < 1, т. е. при наложении слабого коле- 
бания А,соѕ @,ї на сильное колебание 4:с0$ @;ї, выражения (4.72) — (4.74) 
сильно упрощаются: 


А (1) = А, (1-- А соѕ Ді), 
Фо 7 0}, 

© (0) = оу - ЕАо соѕДоѓ, 

р (0) = © 1-Е Езт Ао! -[ 0. 


(4.79) 


В этом случае огибающая, частота и фаза суммарного колебания изменяют: 
ся по гармоническому закону с частотой |Ло| = |0. — в| относительно своих 
средних значений соответственно 4А}, @; и ®1#. 

` 


Формулы (4.72)—(4.79) имеют большое прикладное значение, так 
как в радиотехнической практике часто приходится иметь дело с бие- 
нием двух гармонических колебаний. 

В заключение следует отметить, что в некоторых специальных слу- 
чаях выражения (4.56)—(4.59) применяют также и к широкополосным 
сигналам, когда понятие «огибающая» амплитуд теряет свой обычный 
смысл. При этом отказываются от требования, чтобы огибающая А(1) 
касалась кривой $(/) вблизи точек, в которых 5(#) имеет амплитудное 
значение. 


4.9. АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИГНАЛ 


В электротехнике общепринято представлять гармоническое коле- 
бание (ток, напряжение) в форме | 


а (1) = Аз соз (в, Ё- Ө) = А, Ве [е' (во! + 9%)| —= Ке | Ае, (4.80) 


или | 
а (2) = А, ѕіп (0,14- 0,) = А, Іт [е (+ 0)] = 1 [Ауе], (4.807) 


где А’ = Дое! — комплексная амплитуда. 
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Часто символы Ве или п опускают и пишут просто 
а (2) = Ае! 19+] = 4 уе, (4.81) 


подразумевая действительную или мнимую часть этого выражения. 

В современной радиотехнике представление колебаний в комплекс- 
ной форме получило дальнейшее развитие и распространено на негар- 
монические колебания. 

Если задан «физический» сигнал в виде действительной функции 
5(2), то соответствующий ему комплексный сигнал представляется 
в форме 

2 (1) = 5(1) +15, (2), (4.82) 


где 51(/) — функция, сопряженная по Гильберту сигналу $(2). 
Определенная таким образом комплексная функция 2(/) называется 
комплексным или аналитическим сигналом, соответствующим физи- 
ческому сигналу $(2). Заметим, что и в выражении (4.81) мнимая часть 
комплексной функции является функцией, сопряженной по Гиль- 


берту действительной части, 
При представлении $1) и 51(А) в форме выражений (4.66) —(4.67), 
аналитический сигнал может быть записан следующим образом: 


г(1) = А (2) е <) = А (0) еї +9 (0+6 — А (рей, (4.83) 


где 
А()= А (0) е! 1900 +04] (4.84) 


представляет собой комплексную огибающую узкополосного сиг- 


нала 3(/). 
Применение понятия об аналитическом сигнале дает ряд преиму- 


ществ при анализе сложных сигналов. Примеры приводятся в сле- 
дующих параграфах. 

Рассмотрим основные свойства аналитического сигнала. 

а) Спектр аналитического сигнала содержит только положительные 
частоты. 

Из выражения 


2 (4) = 5 (2) -- {51 (0) 


вытекает, что спектральная плотность 42(0) аналитического сигнала 
2(1) определяется суммой 


2 (6) = 8$ (0) +18, (<). 


Но согласно (4.64) — (4.65) при о> 0 5, (0) = — {8$ (0), а при 
0 < 0 5, (0) = 1.5 (0). 
Е Следовательно, 
20)= 309) при о >0, (4.85) 
0 при о < 0. 
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“> с” га Ы ем 
пут ыы „> а “а. ЕЯ 


Так, например, если узкополосному сигналу 5(/) соответствует 
спектральная плотность $(%), модуль которой изображен на рис. 4.28 
пунктиром, то аналитическому сигналу г({) == 5(1) - {51(0) соответ- 
ствует спектральная плотность (6), изображенная на том же рисун- 
ке сплошной линией (модуль). 


12(0)1=25(0) 


Рис. 4.28 


Интеграл Фурье для аналитического сигнала 2() принимает! сле- 
дующий вид: 
[4] 


оо 
20 = (ве до = –- | 5 (6) е ао, (4.86) 
2л 7 л ў 
где 8(0) — спектральная плотность исходного (физического) сигна- 
ла 5(1). 

Из соотношений (4.85) вытекает, что комплексная функция А(!) 
не является аналитическим сигналом. Действительно, спектр фун- 
кции А(р, получающийся из спектра 4(0) сдвигом последнего на 
величину 0, (влево), в окрестности точки фо =0 не может обра- 
щаться в нуль ни слева, ни справа от этой точки. Это объясняется 
тем, что действительная и мнимая части А() не являются функ- 
циями, сопряженными по Гильберту. 

б) Произведение аналитического сигнала 2({) на сопряженный ему 
сигнал г*( равно квадрату огибающей исходного (физического) 
сигнала 5(1). 

Действительно, 


г (0) 2“ (2) = [5 (2) +48, (8—9 (0) = 52 (0) -- 57 (0) = 4*(1). (4.87) 


' Отсюда проясняется смысл термина «аналитический сигнал». Действитель- 
но, при переходе к комплексному Е интеграл (4.86) сходится в верхней полу- 
плоскости и является аналитической функцией при > 0, поскольку при 


@ + 4-оо множитель в! обеспечивает сходимость. В случае же физического 
сигнала, содержащего как положительные, так и отрицательные частоты, мно- 


житель е7 91! бесконечно возрастает либо при @- 4-оо, либо при в —оо. 
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Таким образом, модуль аналитического сигнала 2( равен просто 
огибающей сигнала 5(1): 
|2(#) |= 4(2). (4.87') 


в) Энергия Е, аналитического сигнала 2(?) равна удвоенной энергии 
Е, исходного физического сигнала $(1). 
Исходим из равенства Парсеваля с учетом формулы (4.85): 


со 


СЕ „1.( ай _ 
Ё,= = 1120 [2 до е | 4150)4о =2 = |5 (0)]? до = 2Е,. (4.88) 


К этому результату можно прийти также и следующим путем: 


оо со со 


Е,= \ 2002 (0) = \ (609-2000 = \ бое. (4.89) 
Учитывая, что энергия сигнала $(Р = А({) соѕ % (№) равна 


ео © 8 
Е,= — \ 4° (0, 


8 
— оо 


получаем 


4.10. АВТОКОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ 
МОДУЛИРОВАННОГО КОЛЕБАНИЯ 


При нахождении автокорреляционной функции узкополосного 


сигнала 5(/) = А(1) соѕ %(/) мы будем исходить из условия абсолютной 
интегрируемости функции 5(#), что позволяет применять определение 


[см. $ 2.13] 


у, (т) = { 3(1) $ (#—1т) 4. (4.90) 


Вычисление интеграла в случае сложных сигналов требует гро- 
моздких математических выкладок. Задача существенно упрощается 
при представлении сигнала в комплексной форме: 


$ (1) = А(0соз (0) = А (ре? (0 +5 А(е-# 0 = 


1 оза 
= 200) 1-2" (0). (4.91) 
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Согласно определению (4.83) 2(/) — аналитический сигнал, соот- 
ветствующий физическому сигналу 5(/), а 2*(/) — функция, комплекс- 
но-сопряженная функции г(#). 

Подставив (4.91) в (4.90), получим 


ос оо 


м1 г (1) г(Е—т) &- \ г* (1) 2(Ё—т) @&-- 


— за 


{тра \ 20) 0—7) а. (4.99) 
Подынтегральные функции в первом и четвертом интегралах при: 
водятся к виду 


2(#) 2(1—т) = А() А(—т)е' 190090001 


= А(/) А (1—т) е! [0 (2) +0 (1—7) – от] ©1200, 
2 (1) 2" (1 т) = А() А(1—1)е–: 1900 +90101 
ыа (2) Д (і —т)е-— (0 (4) +0 ({-—т) —– 07] е; 2001, 


В этих выражениях множители еѓ2% и е—72® являются быстро 
осциллирующими по сравнению с функциями А(2), А(7 — т), 0(0 
и 0(2 — т). 

Подынтегральные же функции во втором и третьем интегралах вы: 
ражения (4.92) 


2* (0) 2(1—т) = А (1) Амте [0 (1) —@ (2—7) о т], 
г(#)г*({—т):-= А()А({—т)е! 10 (9—0 0—7) +оот] 
не содержат множителей, осциллирующих с частотой 20. Поэтому 
первым и четвертым интегралами по сравнению со вторым и третьим 


можно пренебречь. 
Таким образом, 


оо оо 


р.) а} 200200) ) 2020—70) а 


Подынтегральные функции в этих интегралах являются комплекс- 
но-сопряженными и при их суммировании мнимые части взаимно 
уничтожаются. 

Поэтому, окончательно, 


$, (т) = Ве \ 2(#) 2* (1 —т) = 


= ДО) А(#— 1) соз [от 4-0 (9—0 (#— 14. (4.93) 


— 00 


Применим полученное общее выражение к двум видам модуляции: 
чисто амплитудной и смешанной, амплитудно-частотной. 
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В первом случае, когда 
$(1)=А (1) соѕ (0,7-0), 0 (1) 0 (2 —т) = 0, 


выражение (4.93) принимает простой вид 


оо 


р, (1) = —- соз чт \ А(А( т). (4.94) 


Но интегральный множитель в этом выражении есть не что иное, 
как автокорреляционная функция огибающей рассматриваемого радио- 
сигнала. Обозначив эту функцию через фа(т), получим окончательно 


1р, (т) = фл (т) > с0$ 00 Т. (4.95) 


Второй множитель, '/› соѕ Фот, есть автокорреляционная функция 
гармонического колебания с частотой оу и единичной амплитудой. 

Итак, автокорреляционная функция амплитудно-модулированного 
радиосигнала равна произведению корреляционных функций оги- 
бающей и высокочастотного заполнения. 

В качестве примера на рис. 4.29, а показан радиоимпульс с прямо- 
угольной огибающей, а на рис. 4.29, б — соответствующая этому 
импульсу автокорреляционная функция. В соответствии с (4.95) эта 
функция не зависит от начальной фазы заполнения радиоимпульса, 
а ее огибающая совпадает с автокорреляционной функцией прямо- 
угольного видеоимпульса (см. $ 2.13, рис. 2.30, г). 


Г а. а (+) 


0 -7/2 +140 


Рис. 4.29 Рис. 4.30 


Для иллюстрации применения выражения (4.93) к амплитудно- 
частотной модуляции найдем автокорреляционую функцию импульса 


изображенного на рис. 4.25, а. 
При применении обозначений приведенных в формуле (4.41) и на 
рис. 4.25, аналитический сигнал запишется в виде 
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_ д а Ив _Т Т 4.96 
00 = Ае т ы 


Применяя формулу (4.93), получаем 
А? Т /2 
1. (т) =- Ве | ев! +812 /2] 2 


— 7/2 


– Цоо 9] 


аі (4.97) 


Пределы интегрирования взяты с учетом условия одновременного 
существования функций а(й) и а(# — т) (рис. 4.30). 

С помощью несложных преобразований выражение (4.97) приво- 
дится к виду 


2 
р, (т) = м та 


Т 
О при |[>. 


Г 
соѕ @,т При 191 <-> (4.98) 


рис, 431 


Используя ввеленный в $ 4.7 параметр т [см. формулу (4.46)] 
и учитывая, что ВТ? = 2%.Т = 2лт, приведем выражение (4.98) 
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к несколько более общему виду: 


8 Я .98' 
ити С05 007 (4.98 ) 
Множитель = АЗОТ = р. (0) = Е равен полной энергии рассмат. 


риваемого радиоимпульса (как и в случае импульса с постоянной ча- 
стотой заполнения, см. рис. 4.29, 6). 
Таким образом, 


ѕіп [ло т ( -=) 
Фа тм (4.99) 
(0) а Е лтт/Т 


График этой функции построен на рис. 4.31 для параметра т = 
== 100 в предположении, что ®оГ очень велико (на рис. 4.3] масштаб 
выСран произвольно). 

Огибающая автокорреляционной функции образует весьма острый 
пик (при 11 У 1), а частота заполнения постоянна и равна центральной 
частоте ®. исходного радиоимпульса. 

Рассмотренный здесь сигнал и его автокорреляционная функция 
представляют большой практический интерес для современной радио- · 
техники. 


4.11. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ УЗКОПОЛОСНОГО СИГНАЛА 


Пусть задан сигнал 
а = А (2) соѕ 4 (7), (4.100) 


спектр которого заключен в узкой полосе частот от 0; до ®., так 
что спектральная плотность 5,(@) имеет вид, представленный на 
рис. 4.32, а, причем в пределах полосы Ао, спектр не обязательно 


Ф -- 62 Под 


симметричен относительно центральной частоты ®, = г 


узкополосностью сигнала подразумевается условие 


Ао Ш 
—.:-= — < 1, 


00 № 


А, 
где и=р— = — полоса частот в герцах. 


Предполагается, что функция 4({) является «простейшей» оги- 
бающей, т. е. что А(/) и 4ф(Ё) отвечают соотношениям (4.56) и (4.57). 

Если при дискретизации подобного сигнала исходить из ряда 
(3.37), то интервал между выборками должен быть не больше чем 
1/9}, где /, — наивысшая частота в спектре сигнала. 

Нецелесообразность такого подхода очевидна, так как информация 
о сигнале заложена не в частоту /з (или [о), а в огибающую А(1) или 
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в фазу (2), которые изменяются во времени медленно, с относительно 
низкими частотами модуляции. 

Желательно поэтому так преобразовать выражение (3.37), чтобы 
интервалы между выборками определялись фактической шириной 
спектра, т. е. величиной ш, а не верхней частотой }.. 

С этой целью перейдем к аналитическому сигналу, соответствую- 
щему заданной функции а(1: 


2, (0) = А (ее = А(е 0 е = ДВ. е", (4.101) 


А ($2) 


$ (2) * /ш 


4% 0 20, ә 


2 _ 
5) | 


Рис. 4.32 


где комплексная огибающая 4(!) = А(0е 9) представляет собой 
«низкочастотную» функцию, спектр которой $,(9) примыкает к ну- 
левой частоте (рис. 4.32, 6). 


‹Разложим комплексную функцию А (1) = А (і) е‘ по ортогональной 
системе функций вида (3.38) 


А(0= У сф, (0. (4.102) 
Подставив этот ряд в (4.101), получим 
00 | Ў софа |6“, (4.103 
П=— со 


после чего исходное колебание а(1) определим как действительную 
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часть функции г, (0): 


со 
| У) 6$ 0 а" |. (4.104) 
п=—00 
Как видим, задача дискретизации высокочастотного колебания а(1} 
свелась к задаче дискретизации комплексной огибающей А). При 
определении наибольшего допустимого интервала между выборками 
в разложении (4.102) необходимо исходить из наивысшей частоты в 
спектре функции А(). Из определения о, как средней частоты в 
полосе До, очевидно, что эта частота, отсчитываемая от © = 0, 
равна Ло./2, или в герцах 0/2. Следовательно, интервал между 
выборками не должен превышать 


1 1 


а функция ф.(#) должна иметь вид 


ТИВ ѕіп (До /2) ((—п44ё) с ѕіп ло (і лАЛі) 4 
Ф. (0 (Ао,/2) (2— вА) лш (#—пА?) ОВ 


От аналогичной функции, использованной в $ 3.5, ф„(8 отличается 
ли заменой Ф„ на Ло ,/2. Следовательно, спектральная плотность 
Ф (©) функции Фо(й) равна 2л/Ло, = 1 /о в полосе частот | © | < 
< 40,2 (рис. 4.32 а, тонкая ливи, а спектральная плотность функ- 
ции ф (0 
п —іпмо _ 1 пло Ав 

Ей. си при [01 290, | 
Ф, (©) = и" (4.107) 

0 при [©] > 22° | 


Квадрат нормы функции Фф, (й) по аналогии с выражением (3.40) 


(4.108) 


І 
ЕЯ ш“ 


Ф, |? = 


Далее по формуле (2.9) с учетом (4.108) 


с=з | А (Ф, фа = 0 | А (4 (4.109) 


|| Фи В 


Применяя формулу (2.63), получаем 


Ло, / 7 Лао / 2 
РЕР я 540) Ф, —0) 49 =ош | а у ад 
2л 2д ш 
До, /2 А002 
= А (пб = А(пАЙ ее (4.110) 


(Сравнить с формулой (3.41). і 
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В выражении (4.110) $4 — спектр комплексной огибающей А(д, 
а А(пЛі) — ее значение в отсчетной точке / = пА/. 

Итак, коэффициенты ряда (4.102) являются выборками функции 
А(/), взятыми через интервалы А/ == */щ. 

Подставляя (4.110) в (4.103), получаем 


„= Х Аду, ета 


й =— о0о 


и по формуле (4.104) 
Ў А(пА?) ф, (0) соѕ [0,74 0 (Ай) = 


П=—00 


- У А(пА? а, а соѕ [9,440 (0А0)]. = (4.111) 
ли 


п==—-00 
Это выражение можно записать в несколько видоизмененной 
форме: 


ѕіп лм (Е—пАЙ Т8 
а( = У А (п о, т соѕ [0002 —пАі) (А0), (4.112) 


п=—00 


где 
Ф(пА = онл? 0 (пл 


представляет собой выборку полной фазы (А = о, -- 0(7) коле- 
бания а(/) в момент 2 = пДЕ. 

При заданной длительности сигнала Т число отсчетных точек 
д; = = Ти, причем в каждой точке должны быть заданы два парамет- 


ра А(пАВ и О(пА?). 
Следует иметь ввиду, что в случае несимметричного (в полосе Ав.) 


0, то 
спектра введенная в данном параграфе частота @, = аа может 


ке совпадать со «средней частотой» в выражении (4.69). Иными сло- 
вами, фаза 60(!} может содержать слагаемое, линейно зависящее от 
времени. 

Проиллюстрируем выражение (4.111) на примерах колебания, 
промодулированного по амплитуде или по частоте, 

При АМ исходим из колебания 


а (1) = А(№соз оѓ, 


в котором А(}) — вещественная функция со спектром $4(%), ограни- 
ченным наивысшей частотой „= 2лҒЁ„. В этом случае ширина 
спектра модулированного колебания а(і) равна шдм = 2Ё,„, причем 
в пределах этой полосы спектральная плотность $.(®) симметрична 
относительно оъ. Интервал между выборками в ени С 


формулой (4.105) должен быть не больше, чем Ді = —— =, 
© АМ на 
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т. е. таким же, как и при дискретизации исходного сообщения (моду- 
лирующего напряжения). 

Так как фаза высокочастотного заполнения при чисто амплитудной 
модуляции постоянна, то передавать ее нет необходимости. Отсюда 
вытекает очевидный результат: амплитудно-модулированное колебание 
вполне определяется значениями своих амплитуд, взятыми через ин- 
тервал 1/2Е,., где Е» — верхняя частота в спектре модулирующей 
функции (т. е. в спектре передаваемого сообщения). 

Иными словами, при чисто амплитудной модуляции число сте- 
пеней свободы модулированного колебания такое же, как и число 
степеней свободы модулирующей функции. 

Рассмотрим теперь случай частно-модулированного колебания 


а (2) = Азсоз [00 + 0(0)], 


40 
когда мгновенная частота 0(/) = ®, -- 7 Модулирована тем же сооб. 


щением, что и в предыдущем случае, причем максимальная девиа- 
ция частоты {д велика по сравнению с Ё», так что ширину 20м 
полосы частот модулированного колебания можно приравнять к 2, 
[случай «широкополосной» частотной модуляции, ф-ла (4.34)]. Ин- 
тервал между выборками должен быть взят АЁ = = /шцм == 1/2. 
Так как при ЧМ амплитуда колебания неизменна, то передавать ее 
нет необходимости. Следовательно, для однозначного представления 
частотно-модулированного колебания достаточно задавать фазу 9(пА[) 
этого колебания в отсчетных точках, отстоящих одна от другой на 
время Лі == 1/24. 

При одной и той же длительности сообщения Т число выборок фазы 
при ЧМ равно чм Т = 2. Т, а число выборок огибающей при АМ 
равно шлмГ = ФЕТ. Отсюда видно, что при одинаковом предаваемом 
сообщении (при одинаковом количестве информации} частотно-моду- 
лированный сигнал обладает числом степеней свободы в [\/Ёт = т 
раз большим, чем амплитудно-модулированный сигнал. Это является 
результатом расширения спектра сигнала при ЧМ. На приемной сто- 
роне канала связи после частотного детектирования модулированного 
колебания выделяется напряжение, которое имеет спектр и число 
степеней свободы такие же, как и исходное сообщение. 

Из приведенного примера видно, что при одной и той же ширине 
спектра информационная емкость радиосигнала различна в зависи- 
мости от вида модуляции. 

При смешанной модуляции — амплитудной и угловой — в каждой 
отсчетной точке нужно брать две выборки: амплитуды и фазы. 


Линейные радиоцепи с постоянными 
параметрами 


5.1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


В данной главе приводятся некоторые сведения по следующим раз- 
делам теории линейных цепей: 

1) Активные цепи. Хотя исследование активных цепей лишь не- 
многим отличается от исследования пассивных цепей и проводится 
теми же методами, рассмотрение эквивалентных схем с активными 
элементами (электронные и полупроводниковые приборы) позволяет, 
во-первых, приблизить изучение теории радиотехнических систем 
к реальным устройствам и, во вторых, уяснить принцип усиления 
колебаний, лежащий в основе работы большинства радиоустройств. 

2) Частотные и временные характеристики цепей, используемых 
для различных линейных преобразований сигналов (усиление, диф- 
ференцирование и интегрирование, частотная фильтрация и т. д.). 

3) Общие соотношения между амплитудно-частотной и фазо-час- 
тотной характеристиками линейной цепи. 

Изложение перечисленных сведений, необходимых для анализа 
передачи сигналов через радиотехнические системы, ведется на базе 
уже знакомого студентам курса «Основы теории цепей». 


5.2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 
АКТИВНОЙ ЦЕПИ 


В общей теории цепей под активной подразумевается цепь, содер- 
жащая наряду с пассивными элементами — индуктивностями, емко- 
стями и сопротивлениями — также и источники энергии (генераторы 
ә. д. с. или генерагоры тока). | 

Активный характер цепей радиоэлектронных устройств обуслов- 
лен применением в них усилительных элементов — электронных ламп, 
транзисторов, ламп с бегущей волной и т. д. При этом предполагается, 
что энергия сигнала на выходе активной цепи больше, чем на входе. 
Для большей определенности видоизменим эту формулировку следу- 
ющим образом: цепь активна, если при гармоническом возбужденци мощ- 
ность сигнала на выходе больше мощности на входе, т. е. коэффициент 
усиления по мощности больше единицы. Из такого определения ясно, 
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что цепь, осуществляющая усиление напряжения, например с помощью 
повышающего трансформатора, без усиления мощности, является пас- 
сивной даже если в нее входят электронные лампы со своими источ- 
никами питания. 

При построении эквивалентных схем активных цепей источники 
питания опускаются. На этих схемах активные элементы (лампы, тран- 
зисторы и др.) отображаются с помощью эквивалентных параметров, 
которые зависят от режима работы активного элемента и в конечном 
итоге от источников энергии, питающих активный элемент. 

Следует также отметить, что усилительные элементы являются з а- 
висимыми источникам энергии, поскольку соз. 

_ даваемые ими напряжения (или токи) пропорциональны величине на- 


Рие. 5.1 


пряжения (или тока) на входе цепи. При этих допущениях любой ли- 
нейный как активный, так и пассивный четырехполюсник может быть 
представлен схемой замещения, изображенной на рис. 5.1. На этом 
рисунке Е+, Е», Д и 1, обозначают комплексные амплитуды синусои- 
дальных напряжений и токов при фиксированной частоте о. 
Четырехполюсник полностью характеризуется соотношениями меж- 

ду напряжениями и токами на его входе и выходе. Вид этих соотноше- 
ний зависит от выбора исходных величин. 

Напомним вкратце основные формы представления четырехполюс- 
НИКОВ. 

Если исходными являются напряжения Ё; и ЕЁ, то уравнения для 
определения токов /; и /, записываются в форме 


п=Ун Ё +Ү В», | (5.1) 
Г. =, ЕЕ У» Е», 


или в матричной форме 


Ей Е, 
= [У |: 7 . 
НЕЕ н 
где Р 
Р 2. 
[7] а= | 1 а (5.3) 
Үл У» 


является матрицей параметров, имеющих смысл и размерность про: 


водимостей. 
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Если уравнение (5.1) решить относительно Ё; и Е», то получатся 
системы уравнений 


нЕ и (5.4) 
Е =: 1, -- 24, 
Е, Р я . | (5.0) 
я г | 
НЙ 
а-| ц ‚а (5.6) 
где 231 22. | 


является матрицей, обратной [У], т. е. матрицей параметров, имею- _ 
щих размерность сопротивлений. 


Рис. 5.2 


Элементы матрицы [2] связаны © элементами матрицы [У] соот- 
ношениями 


ара Ү 2 Ул 
о а п 
11 Е 22 — Ут Г21 ДҮ 
Аа анн, 
п Г22 — У12 Ур АУ (5.7) 
не а № 
У УУ Уы АҮ ^ 
ү Уз 


— 


2.2 аа ЕР Е 
Ул У —} 12 Уз АУ 
Здесь ДУ = Үү У-У Үз; — определитель матрицы [У]. 
Исходным уравнениям четырехполюсника, записанным в форме ` 


Е; = АЕ, --ВІ,, | (5 8) 
1 =СЕ, + ОУ, | 
соответствует матрица параметров 
АВ 
= 5.9) ' 
[4] | : | (5.9) 
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Аналогичным образом матричным уравнениям 


Е; ФӘ я 1, | | е 
КЕЯ! к 
Г а М с Е; 5 
Н ІА а 


соответствуют матрицы {51 и [М]. 

Матрицы [А], 151 и [М] связаны между собой, а также с матри- 
цами [У] и [7] соотношениями. аналогичными выражениям (5.7), 
которые нин приведены ранее для связи между параметрами матриц 
Уи 121. 


Рис. 5.4 


Уравнения (5.1), (5.4), (5.8) и аналогичные им другие уравнения 
позволяют построить эквивалентные схемы замещения четырехполюс- 
НИКОВ. 

На рис. 5.2 изображена схема замещения, построенная в соответ- 
ствии с уравнением (5.1). На этой схеме оба напряжения Ё; и Ё, рас- 
сматриваются как напряжения от внешних источников. Генератор 
тока ҮЕ, учитывает влияние напряжения Ёз, на входной ток /;, 
а генератор тока ҮЕ; — влияние входного напряжения Ё, на ве- 
личину тока /›. Оба генератора могут рассматриваться как «зависи- 
мые источники», так как развиваемые ими токи пропорциональны на- 
пряжениям внешних источников. Параметр У». имеет смысл «взаимной 
проводимости» от входа к выходу, а Үз — от выхода к входу. Оче- 
видно также, что У., есть входная проводимость четырехполюсника 
при Ез == 0, т. е. при коротком замыкании выхода, а У», —входная 
проводимость при возбуждении четырехполюсника от источника Ё, 
при коротком замыкании входа. 

Здесь нужно отметить следующую особенность активного четы- 
рехполюсника: как правило, Ул == У1»›. Это означает, что активные 
четырехполюсники необратимы и, следовательно, принцип взаим- 
ности к активным четырехполюсникам неприменим. 

В случае же пассивных четырехполюсников взаимные проводи- 
мости, как известно, равны (теорема взаимности). Это позволяет схе- 
му замещения, показанную на рис. 2.2, в случае пассивного четырех- 
полюсника упростить и привести к виду, на котором зависимые источ- 
ники отсутствуют (рис. 5.3). 
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Эквивалентная схема замещения необратимого четырехполюсника, 
соответствующая уравнениям (5.4) и {5.5), изображена на рис. 5.4. 
На этой схеме зависимые генераторы ә. д. с. 212/› и 22/, учитывают 
влияние 7, на Е! и 1; на Е, соответственно. При наложении условия 
21 = Йа (обратимый четырехполюсник) схема упрощается и не со- 
держит зависимых источников (рис. 5.5). 

При анализе радиотехнических цепей особенно часто приходится 
иметь дело с четырехполюсниками, возбуждаемыми только со стороны 
входа; под выходным напряжением Е» обычно подразумевается па- 
дение напряжения на элементе схемы (нагрузочном сопротивлении), 


Рис.5.5 Рис. 5.6 


с которого снимается напряжение (рис. 5.6). При этом основное зна- 
чение имеет отношение выходной величины к входной, например ком- 
плексной амплитуды Ёз к комплексной амплитуде Ё 


Кв (іо) = 2. (5.19) 


. Эта безразмерная, в общем случае комплексная функция, называе- 
мая передаточной функцией или коэффициен: 
том передачи, является важнейшей характеристикой четырех: 
полюсника. Она определяется в стационарном режиме, при синусои- 
дальном возбуждении четырехполюсника. 

Коэффициент передачи удобно представлять в форме 


К (іо) = К (®)е® ®, (5.13) 


Модуль К(®) иногда называют ам плитудно-частотной 
характеристикой или просто амплитудной харак- 
теристикой четырехполюсника. Аргумент Ф(@) коэффициента 
передачи называют фазо. частотной характерис 
тикой или просто фазовой характеристикой четырехполюсника. 

В некоторых случаях оказывается удобным оперировать с анало- 
гичным отношением токов (также безразмерным) 


; 1 
К. 10) == 2, 
1 (іо) п 


или с отношением Г» к Ё; (имеющим размерность проводимости) или, 
наконец, с отношением Ё; к Л! (имеющим размерность сопротивления). 
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На рис. 5.7 и в формулах (5.12)—(5.13) сохранены направления 
напряжений и токов, принятые при построении предыдущих схем 
замещения. 

Выразим передаточные функции КЕ) и К) через параметры 
четырехполюсника и нагрузочное сопротивление 2, (или проводи- 
мость б,). Это можно выполнить с помощью различных представлений 
схем замещения и соответствующих им уравнений четырехполюсника. 

Для определения А’(1®) целесообразнее всего представлять четы- 
рехполюсник с помощью У-матрицы (рис. 5.7, а). 
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| 
і 
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| 
| 
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е — 7 —– 
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Несколько видоизмененная схема, показанная на рис. 5.7, 6, от- 
личается от предыдущей только тем, что нагрузочная проводимость 
а, включена в четырехполюсник путем добавления ее к Үз». Это поз- 
воляет рассматривать новый четырехполюсник как разомкнутый, 
у которого ток на выходе Г› равен нулю. Матрица этого нового четы- 
рехполюсника 

Үш Үр! 


[У' |= (5.14) 


2 


Уз У. 
где 
У =У»- С. 


Обращаясь теперь ко второму уравнению (5.1), положив в нем Г» = 
==: () и заменив Ү,, ва У2ь, получаем 
| Е, у у 


- —_—“_. (5.15) 
Е} У Уз  Сь 
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Это важное соотношение будет далее использовано для определения 
коэффициента усиления напряжения в соответ 
ствующих усилительных устройствах. 

Для определения передаточной функции А1({%®) удобно в качестве 
исходной схемы замещения применять схему с 2-параметрами. На 
рис. 5.8, а показан исходный четырехполюсник, нагруженный сопро- 
тивлением 4, а на рис. 5.8, б — тот же четырехполюсник при добав- 
лении 4, к 222 и при коротком замыкании выходных зажимов. 


а: а ааа 


Рис. 5.8 


Новому четырехполюснику соответствует матрица параметров 


21 212 21 21 
21= | = | 
2р 2+ 2 25) 222 


= 


где 
222 = + би. 
Обращаясь теперь ко второму уравнению (5.4), положив в нем Е» = 
== 0, а также заменив 222 на 22о, получаем 
ГА 2. 
1, н. 
Поступая аналогичным образом, можно составить отношение лю- 


бой выходной величины к любой входной величине. 
Составим выражение для усиления по мощности: 


(5.16) 
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Здесь Рз и Р, представляют собой мощности на выходе и входе уси- 
лителя; К, и Ю,, — активные составляющие нагрузочного и вход- 
ного сопротивлений. 


Очевидно 
К == Е, |? Арх =|А [2 Юрх ; 
Р Тр Вы 3 (5.17) 
|? А Юн 
К 22, | 2 в = К 2 
? 1л 12 Рьх | | Квх 


В любом усилителе К, >> 1. В противном случае, т. е. при К. < 1, 
рассматриваемое устройство не является усилителем и требуемое по: 
вышение напряжения или тока может быть достигнуто с помощью пас- 
сивного трансформатора, без применения источников энергии (входя: 
щих в состав любого усилителя). 

Из приведенных выше общих соотношений видно, что структура 
передаточной функции активного четырехполюсника и характер ча- 
стотной зависимости этой функции определяется частотными свой- 
ствами параметров 2 или У. В этом отношении между линейными ак- 
тивным и пассивным четырехполюсниками нет никакого различия. 
То же самое относится и к временным характеристикам активной 
цепи: «импульсной характеристике» и «переходной функции». 

Как и в случае пассивных линейных цепей, под импульсной харак- 
теристикой цепи 6(ї) подразумевается отклик, реакция цепи на воз- 
действие, имеющее вид единичного импульса. Связь между (7) и (іо) 
нетрудно установить с помощью интеграла Фурье. 

Если на входе четырехполюсника действует единичный импульс 
э. д. с., обладающий спектральной плотностью, равной единице для 
всех частот, то спектральная плотность выходного напряжения равна 
просто Ж(ѓо). Следовательно, отклик на единичный импульс, т. е. 
импульсная характеристика цепи, легко определяется с помощью 
обратного преобразования Фурье [см. формулу (2.49) І, примененного 
к передаточной функции К(іФ): 


Ивых (2) = 8 (1) = | К (16) еѓ@ до, (5.18) 


В дальнейшем импульсную характеристику будем обозначать функ: 
цией 5(1), под которой можно подразумевать не только напряжение, 
но и любую другую электрическую величину, являющуюся откликом 
на воздействие в виде дельта-функции. 

Если коэффициент передачи задан в виде функции Ар), то выра- 
Е (5.18) может быть записано в форме обратного преобразования 

апласа: 


с+- {о 
| | 
ге |. [С (р)е ар. (5.19) 
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Переходная функция цепи #(1) представляет собой отклик, реакцию 
цепи на воздействие, имеющее вид «единичного скачка». Так как такое 
воздействие является интегралом от единичного импульса (т. е. дельта- 
функции), то и между #(4) и 2() существует интегральное соотношение 

і 
В) = а) ах. (5.20) . 
0 


В последующих главах при анализе передачи сигналов через радио» . 
цепи чаще всего будет применяться импульсная характеристика 8(1). 


5.3. ЭЛЕКТРОННЫЙ УСИЛИТЕЛЬ КАК АКТИВНЫЙ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 


Схема простейшего электронного усилителя на триоде изображена 
на рис. 5.9. Источник сигнала, имеющий внутреннее сопротивление 
Р. = 1/(е, развивает на входе усилителя напряжение е,. Усиленное 
колебание снимается с нагрузочного сопротивления 2, в виде напря- 


Рис. 5.5 


жения и,. Постоянное напряжение Ё, («напряжение смещения») вво- 
дится в цепь сетки для устанобления рабочей точки на линейном 
участке вольтамперной характеристики триода, а постоянное напря- 
жение Е, является напряжением источника питания анодной цепи 
лампы. 

Таким образом, разность потенциалов между сеткой и катодом 
е, = е, — Ев, и между анодом и катодом е, = Ё, — ц. 

Связь между входным и выходным сигналами определяется анод- 
ным током &,, который в общем случае является нелинейной функцией 
а. не 

іа | (6.11). (5.21) 

Если е, и ег настолько малы, что вызываемые ими изменения анод- 
ного тока практически укладываются на линейном участке вольтам- 
перной характеристики, то нелинейное соотношение (5.21) можно за- 
менить липейным: 


Е. ЕВ (5.99) 
Б; 
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Здесь {„ — анодный ток в отсутствие сигнала при е, = — Ёр, == 

= сопѕі ие = Ё, = сопѕі, а коэффициенты 5 и /А,, имеющие смысл 
соответственно «Крут изны характеристики» и проводимости триода 
(между анодом и катодом), определяются известными из курса «Элект: 
ронные приборы» соотношениями 


г. 108 т | (5.23) 
ёв 2. = — Е 
Е, а 
1.40 у (5.24) 
Р, де 2 —=— = Еро 
Р = Е 


Величина Р, соответствует внутреннему сопротивлению анод — 
катод (для переменной составляющей тока) в рабочей точке, определя: 
емой постоянными напряжениями — Ё, и Ё. 

Соотношение, аналогичное (5.22), можно написать и для тока 


_ сетки: 


ь | 
15 16+ г е. — Зав Ч» (5.25) 
где 
2, 
— = — в 
Г: аё (= — Еро 
22 Ёд 
а 
га (5.26) 
Че еи Еро 
б" Ёд 


Постоянные составляющие анодного и сеточного токов в данном 
случае интереса не С еда нчи Для переменных составляющих 
ТОКОВ {и == і, — і, И Ѓа =, — і, уравнения (5.25) и (5.22) запи- 
шутся как 


] | 
іа — баа ё 8. Ин = — е, + 5 д2 Ивых, 


а "е (5.27) 


1 | 
Е == 5е, м в, ин == хех +4 Р, Ивых. 


В этих выражениях через иһ, = — и, обозначено напряжение, 
численно равное и„, но отсчитываемое от анода к катоду (как и напря- 
жение Ё; на рис. 5.1). 

При синусоидальном сигнале е, (а следовательно, и синусоидаль- 
ных токах іг, &-) выражения (5.27) можно записать в форме 


1, м — Е, + Зар Оъых, 
Е (5.28) 


1, 5 ЅЕ, + >. (Гах, 


где Е. Ивых, Г. и 1, — комплексные амплитуды 
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Сопоставим эти уравнения с аналогичными уравнениями линейного 
четырехполюсника (5.1). 
Входящие в последнее уравнение У-параметры в данном случае 


запишутся в форме 


| 
Уи = —; Ув= Зав’ 


"4 (5.29) 
1 
Үз=5; Үз = в, = 0. 


Соотношения, полученные нами ранее для триода, могут быть при- 
менены к тетроду, пентоду и любому другому аналогичному электрон- 


ному прибору. 


=— 1 


Анод 


б," Ив вых | 


Рис. 5.10 


Уравнениям (5.28) соответствует схема замещения (рис. 5.10), 
которая отличается от общей схемы с У-параметрами (см. рис. 5.2) 
только обозначениями. Как это видно из правой половины схемы 
(рис. 5.10), действие электронной лампы на выходную цепь отобра- 
жается зависимым источником, генератором тока $Е,, шунтирован- 
ным внутренней проводимостью 0; = /А,. Влияние же выходной 
цепи на вход учитывается зависимым генератором тока $,„ һы» (в ле- 
вой половине схемы). Следует подчеркнуть, что, как правило, $ „„ <<. 
На практике часто крутизну $,„ полагают близкой к нулю, особенно 
при работе без сеточного тока (в области отрицательного сеточного 
напряжения). Электронную лампу можно поэтому рассматривать как 
активный четырехполюсник одностороннего действия — от сеточной 
к анодной цепи. На рис. 5.11 изображена эквивалентная схема усили- 
тельной ступени на электронной лампе (триод или пентод). Эта схема 
называется «схемой с общим катодом», поскольку зажим, соединенный 
с катодом, является общим для входа и выхода эквивалентного четы- 
рёхполюсника (по существу, четырехполюсник превращается при этом 
в трехполюсник). Эквивалентный генератор тока 5„„Ивых в левой по- 
ловине схемы опущен (в предположении, что $,„, = 0). 

Составим выражение для коэффициента усиления схемы, показан- 
ной на рис. 5.11. Под коэффициентом усиления здесь подразумевает: 
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ся передаточная функция по напряжению (об усилении по току в дан: 
ном случае при /, = 0 говорить не имеет смысла): 


Ивых . 
КЕ = 7 (5.30) 
Применяя формулу (5.15) и учитывая (5.29), получаем 
4 5 
РИ ‚ВИНЕ. НИ 5.31 
" Үз Св 0, + Са ( 


Рис. 5.11 


Заметим, что если под выходным напряжением подразумевать не 
потенциал анода относительно катода, а падение напряжения (, на 
нагрузочном сопротивлении, направленное, как показано на рис. 5.9, то 


$ А 
Ки, = = а (5.32) 


Сетка $ Анод 
о 


Рис. 5.12 


Учитывая, что 
1 | 2.4-05 
а, -а = — — == СН а 
' З В; 2 2н К; 


ЕА 


а также, что 5, = р есть «коэффициент усиления лампы», (5.31) 
запишем в несколько иной форме: 


58; 2 2 
у РОЗРИВ... 1... РТИ О НИИ 5.88 
й 0,4-2. В 2; Мен 


Это выражение позволяет трактовать эквивалентную схему анодной 
цепи лампы в виде последовательного соединения зависимого гене- 
ратора э. д. с. иЁ. (с внутренним сопротивлением Ю;) и нагрузочного 
сопротивления 4, (рис. 5.12). 
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Из выражения (5.33) видно, что усилительная способность лампы р 
используется тем полнее, чем больше отношение 2,/К;. В холостом 
режиме (2, = оо ) коэффициент усиления схемы 


Е макс 


В реальных устройствах усиленный сигнал снимается не непосред- 
ственно с зажимов анод — катод лампы, а через дополнительный (пас- 
сивный) четырехполюсник. Поэтому обобщенную схему электронного 
усилителя с общим катодом следует представлять так, как это показано 


Сетка Анод 


Рис. 5.18 


на рис. 5.13. Через Ж, (іо) обозначена передаточная функция нагрузоч- 
ного четырехполюсника. Очевидно, что входное сопротивление этого 
четырехполюсника и является нагрузкой для лампы. Обозначив это 
сопротивление, как и ранее, через 2, = !/@,, приходим к следующему 
выражению для передаточной функции (коэффициента усиления) 
всей схемы: 


К (іо) = КЕ (іо) К, (іо) = — ыы К, (іо). (5.35) 
8; Ен 
При определении коэффициента усиления по мощности с помощью 
формулы (5.17), под Ю, следует подразумевать активную составляю: 
щую сопротивления 4,, а под А,, — сопротивление источника сиг- 
нала '/С.. Помимо рассмотренной здесь схемы с общим катодом, воз- 
можны также схемы с обшей сеткой и с общим анодом. 


5.4. ТРАНЗИСТОРНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ КАК АКТИВНЫЙ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 


Не вникая, как и ранее, в физику явлений в полупроводниковом 
триоде, схематически изображенном на рис. 5.14, мы будем трактовать 
его как линейный активный четырехполюсник (или трехполюсник), 
отвечающий следующим условиям: а) ток эмиттера /, распределяется 
между базой и коллектором, причем отношение тока коллектора /, 
к току эмиттера /, для данного транзистора является постоянной ве- 
личиной, близкой к единице (а = [.//, = 0,95—0,98), 6) сопротив- 
ления всех трех электродов — эмиттера г,, базы ғ и коллектора /, — 
имеют характер чисто омических сопротивлений (это справедливо при 
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частотах не выше нескольких мегагерц; при более высоких частотах 
необходимо учитывать паразитные емкости). Следует иметь в виду, что 
г’, И Р — относительно малые сопротивления (десятки и сотни ом), 
а г, — очень большое (сотни килоом и мегомы). Ответвляемая в коллек- 
тор часть эмиттерного тока, равная @/,, почти не зависит от величины г... 
Это обстоятельство позволяет учитывать действие тока /, на цепь 
коллектора введением в нее эквива- 
лентного генератора тока &[,, под- 
ключенного параллельно сопротив- А 
ленню л. Такому представлению 
соответствует эквивалентная схема 
транзистора, изображенная на рис. 
5.15, а. При разомкнугой внешней 
цепи коллектора ток &!, замыкает- 
ся через сопротивление ғ, , создавая 
на нем падение напряжения /,0/,. Рис. 5.14 

Можно поэтому построить второй 

вариант эквивалентной схемы тран- 

зистора, показанный на рис. 5.15, 6. На этой схеме влияние тока эмит- 
тера на цепь коллектора учитывается введением в нее (лоследователь- 
но) генератора э. д.с. Ё, = г, &/,. Введя обозначение Ф@/, = Ги, 
получим Е, = „1, как и указано на рис. 5.15, 6. Направление 


к 


Јмиттер Коллектор 


экв 


Рис. 5.15 


Е кь выбрано таким же, как и направление напряжения на ғ, в схеме 
рис. 5.15, а (т. е. от зажима К). 

В зависимости от выбора зажимов для входа и выхода различают 
три возможные схемы усилителя: с общим эмиттером, с общей базой 
и с общим коллектором. 

На рис. 5.16, а изображена схема с общим эмиттером, являющаяся 
аналогом лампового усилителя с общим катодом. 

Направления напряжений ЕЁ; и Е», а также токов /, и /,, выбраны 
такими же, как и в обобщенной схеме четырехполюсника (см. рис. 5.1). 
Поэтому ток /, и соответственно э. д. с. Ё, на рис. 5.16, 6 направ: 
лены в сторону, противоположную направлениям на рис. 5.15, 6. 
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Для схемы рис. 5.16, б действительны следующие два уравнения: 
Е = (6 - 3) Га 
Е, + Ев = Го Р РР) 


Подставляя Ё, = /,, 1, =" (15 + 1.) во второе из этих уравнений, 
получаем систему уравнений: 


Еу = (то г.) 1+, 1, (5.36) 
Е = (7, — +.) РРР) [5 


1 
= ИЗЕЙ К 


Рис. 5.16 


Этим уравнениям отвечает схема замещения (рис. 5.17, а), несколь- 
ко измененная по сравнению с рис. 5.16, 6. Наконец, на рис. 5.17, 6 


Рис. 5.17 


изображена схема замещения выходной цепи при замене генератора 
э. д.с. Езнв == Ги/б С внутренним сопротивлением г, —г„ эквивалент- 
ным генератором тока. 

Величина этого тока 


_ Ёзув "т а 


— 
— 


ВЕ... ШЕР А, ты 
тк—Гт гит 1— а 


16 = Вх, 


а внутренняя проводимость эквивалентного генератора 


' В; Ри т гк (1—@) 


(При построении схемы (рис. 5.17, б) падение напряжения на г, не 

учитывалось ввиду малости г, по сравнению сл, — г„.) 
Сопоставление уравнений (5.36) с (5.4) показывает, что для анализа 

транзисторного усилителя наиболее удобна 7-матрица. 
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Для рассматриваемой схемы с общим эмиттером, при уравнениях 
(5.36), 2-параметры определяются очевидными соотношениями 


и а= | (5.37) 
и — Ги аа гь Но. 


Рассмотрим теперь основные элементы входной и выходной цепей 
транзисторного усилителя. 

На рис. 5.18 транзистор обозначен в виде четырехполюсника с 
2-параметрами; 42; — внутреннее сопротивление источника сигнала 
Е, а 2, — нагрузочное сопротивление. 


Рис. 5.18 


Требуется определить коэффициенты усиления по напряжению и 
по току (в отличие от лампового усилителя, в данном случае входной 
ток не равен нулю и отношение тока на выходе к току на входе пред- 
ставляет интерес). 

Особенно просто находится выражение для усиления по току Ж. 
Применяя формулу (5.16) и учитывая (5.37), получаем 


В этих выражениях учтены условия г, «г и г. <и,. 

Усиление по напряжению Ж можно найти с помощью формулы 
(5.15), для чего необходимо 2-матрицу преобразовать в У-матрицу. 
При этом внутреннее сопротивление источника следует просто доба- 
ВИТЬ К бил. 

Элементы матрицы У» и Үз, которые необходимы для применения 
формулы (5.15), определяются. с помощью соотношений (5.7). 

Задачу можно решить также и непосредственно по уравнениям 
(5.4), основываясь на найденном выше отношении токов Го и /;. Дей- 
ствительно, переписав уравнения (5.4) в форме 


Ес = (2, 71а) 1+2», (5.39) 
Е, = #3 + 21 
и исключив из них /, с помощью соотношения (5.38), получим 
2512 
Е = А |, 
и | т п) ея 


Е т 
Е, 1, [2 а га 
22 я 
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Разделив второе уравнение на первое, найдем 


7 222 Вол 
1— 22-1 
Е И аа бан (5.40) 
Ес 2,121 (2; 211) (224+ 2н) — 2 21 
(21 + 211) 17 
2 Ён 


Эта формула является общей для любых схем включения транзи- 
стора. А 

Для схемы с общим эмиттером, при подстановке значений 21, 
21а, 2а и 222 по формулам (5.37), получаем 


Яка В _ ("а —7т) р 25 
| Ес (6+7, 2) (*. а а аА 


ИИА. _ ИРЕН (5.41) 
(74+, +2,) реа = 2)”. п 


Из выражения (5.41) видно, что при 4, + оо, т. е. в режиме 
х. х., максимально возможное усиление (по напряжению) 


ГА ағ 
макс Аб == — т (5.42) 
5+", 2, 67,2, 


Это выражение аналогично выражению (5.34), только вместо про- 
водимостей $ и С; в данном случае фигурируют взаимное сопротив- 
ление г» и полное входное сопротивление гб + г, + 42; (при разомк- 
нутом выходе). 

То обстоятельство, что входное сопротивление транзистора отно- 
сительно невелико, заставляет уделять внимание согласованию источ- 
ника сигнала с параметрами входной цепи усилителя. В связи с этим 
существенное значение на практике приобретает определение входного 
и выходного сопротивлений транзисторного усилителя. 

Входное сопротивление легко определяется с помощью первого 
уравнения (5.4) и соотношения (5.38): 


(5.43) 


Под выходным сопротивлением усилителя подразумевается со- 
противление между выходными зажимами коллектор — эмиттер при 
Е, = 0 (но с учетом 2). Внутреннее сопротивление источника сигнала 
2; является при этом нагрузкой. По аналогии с (5.43) при замене 42; 
на 22, и 4, на 2; получаем 


7 в ЗМИ (5.44) 


ВЕ > 2111 +21 

Итак, входное сопротивление транзистора зависит не только 
от его собственных параметров (и, г, г, иги), но и от нагрузочного 
сопротивления 4,, а выходное — от внутреннего сопротивления 4, 
источника сигнала. 
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В качестве примера найдем Ку, Ке, 2; И 2ых Для схемы с общим 
эмиттером при следующих данных транзистора и внешних сопротив- 
лений: г = 50 ом, гб = 200 ом, г, = 500 ком, г = 0,95.г„ = 
= 475 ком; 2, = №, = 200 ком, 7, = К, = 200 ом. 

Применяя формулы (5.38) и (5.41), находим 


ъ= т — 475 ЕЭК 
ғ ға Ёа (500—475) + 200 ` 
НИЕ гт Ки г 
(16171 Кк,) ы" +^,)-+ С 7 т 
Я . 108 
475.200.10 а — 800. 


— — 2004-50200) (500—475 200).108-+-50.475.10° ^^ 
По формулам (5.37) находим 
21=754- 7, = 250 ом; бь=г,=500 ом; 


аў 1 = — 475 ком; 255 == г 7, |7, 22 29 КОМ. 
Тогда по формулам (5.43) и (5.44) 
2. 050 — ОСНО) абр ож, 


25.108 +- 200.10% 


о тов _50(—475.103) 
вых 2 25:10 250- 200 


Схема с общим эмиттером позволяет получить большое усиление 
по напряжению при относительно большом (по сравнению со схемой 
с общей базой) входном сопротивлении. Этим объясняется широкое 
распространение схемы с общим эмиттером. Другие схемы, особенно 
схема с общим коллектором, находят применение в качестве «катод- 
ного повторителя» (см. $ 8.2). 


2 22 78.103 ом. 


5.5. АПЕРИОДИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Принципиальная схема простейшего апериодического усилителя на 
пентоде изображена на рис. 5.19, а, а на транзисторе —на рис. 5.20, а. 
Первая из этих схем является схемой с общим катодом, а вторая с об- 
щим эмиттером. На рис. 5.19, би 5.20, б показаны соответствующие 
схемы замещения. 

Обратимся сначала к схеме рис. 5.19 и определим для нее коэффи- 
циент усиления (передаточную функцию) К(іо). Заметим, что от схемы, 
показанной на рис. 5.9, эта схема отличается дополнительной цепочкой 
С:, Р, (назначение которой заключается в разделении иепей по по- 
стоянному току), а также учетом паразитной емкости С, включающей 
в себя междуэлектродную емкость лампы, а также емкость внешней 
схемы, шунтирующей нагрузочное сопротивление №. Сопротивление 
Ю., как правило, является высокоомным сопротивлением, очень боль- 
шим по сравнению е А, 
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° Рис, 5.20 


Применим формулы (5.31) и (5.35), для чего находим 
а. =, ++ ————— , 
8! БА Су 


Рис. 5.21 


Подставляя О, в (5.31), получаем следующее выра жение для уси: 
ления ог зажимов сетка — катод к зажимам анод — катод: 


ИА РЕНИ (5.45) 


ӘС; а, 
Ср, РАСЫ 
Е а + ЕР 8, +9; 


Модуль этого выражения, равный 


К ——————————————————— що, (5.46) 
б, 2 С, _ 12 
1л С мо 

и © +8.) ас, 9 ) сЕ |с, +6.--0,) + С, о, 


определяет амплитудно-частотную характеристику усилителя при 
съеме напряжения с зажимов анод — катод. Типичный вид этой ха- 
рактеристики показан на рис. 5.21 (пунктирная кривая). 

В области очень низких, примыкающих к нулю частот, как не труд- 
но видеть из (5.46), Ке 95/(@; + а,). При этих частотах сопро- 
тивление А, не оказывает влияния на усиление из-за очень большого 
сопротивления разделительной емкости 1/°2С.. 

В области относительно высоких частот, когда проводимость ОС, 
наразитной емкости становится соизмеримой с проводимостью полез- 
ной нагрузки С = :/А,, имеет место спад характеристики. 


7 Зак. 137 177 


При промежуточных значениях частоты, когда /ӘС, « Ки, но 
одновременно УОС, № В., характеристика Ке (©) равномерна и на: 
ходится на уровне Кв = 8/(0, + @ + 0.). 

Модуль коэффициента Ж, (і), равный 


К, а н (5.47) ` 
И та р+к о? сї 
1 


показан на рис. 5.21 тонкой линией. 
Результирующий коэффициент усиления в соответствии с (5.35) 


Кй == > ‚ (5.48) 
(0, +0. + 01) — з (0, +99) 


а его модуль 
8 
псор С ИИ ЗИ (5.49) 


га 12 
(0; +6.+901) 4- ас: (@; +090. 
1 


При выводе этих выражений использовано условие малости Су 
по сравнению е С,(Со/С, <<<1). 

Амплитудно-частотная характеристика усилителя в целом на 
рис. 5.2] показана жирной линией. За исключением области самых 
низких частот, эта характеристика совпадает с характеристикой 
КЕ (52), а в наиболее важной области, где характеристика равномерна, 
усиление равно 

5 
9 +а, - 0, 


Как правило, проводимости С; и С, малы по сравнению с б, 
(сопротивления А; и К, велики по сравнению с А,). Поэтому для гру- 
бой прикидки коэффициента усиления в практике часто пользуются 
приближенной формулой 


К (©) (5.50) 


К =5/6,=58, (5.51) 
ас учетом изменения фазы ВЫХОДНОГО напряжения — 
Да. (5.52) 


Проиллюстрируем приведенные выше соотношения на следующих 
примерах. 

1. Пусть требуется осуществить усиление в полосе частот от 50 гц 
до 1 Мгц. На указанных граничных частотах коэффициент усиления 
должен быть не меньше чем 1/ү 2 от своего максимального значения. 

Для повышения усиления выгодно увеличивать нагрузочное сопро- 
тивление А,. Верхний предел К, ограничивается допустимым завалом 
частотной характеристики на максимальной частоте Ру. = 1 Мгц. 
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Обращаясь к общей формуле (5.49), упростим ее для верхних ча: 
стот путем отбрасывания слагаемого. содержащего множитель “ОС: 


К (дно) = № (6, «В, 6, «0, 


дд 


2 
а + ОА ве 60 И! га аве Ра Со 


Так как числитель 5А, определяет максимальное усиление, то из 
предъявленного выше требования к амплитудно-частотной харак- 
теристике вытекает условие 


авы В.С = 1, 


Величина паразитной емкости С, может быть оценена в 30 пф. 
Таким образом, 

р І 
В = 9.10% ом. 
2лЁмаке Се 24,:108.30-10—!* | 

При крутизне характеристики лампы $ == 10 ма/в максимальное 
усиление 
К маке = ©, == 10.10-3.5. 103 = 50. 
Сопротивление №, разделительной цепочки может быть выбрано 


из условия К: 2х 105, = 50 ком. 
Для определения емкости С, можно использовать приведенное выше 


соотношение 


С 1 
Қа (© ин) —= —_ ШИНЕ 2 
И (++ 
а; (Ямив С)? 


1 1 
С 22 —— а Е ==0),6.10-6 ф=0,6 мкф. 
ай Эмин В| 21.50.50. 103 Ф кф 


откуда 


2. Рассмотрим геперь случай усиления телевизионных сигналов, 
когда верхняя граничная частота Ё,,„„„ достигает 10 Мгц. 

При данных из предыдущего примера (С, = 30 пф, $ = 10 ма/в, 
ослабление усиления на граничных частотах не более чем до 1// 2) 


находим Ё, =5: 103.1 = 500 ом, Кумане = 50. = 59. Элементы раз- 


10 
делительной цепочки могут быть оставлены прежними. 

Обратимся теперь к транзисторному аналогу лампового усилителя. 
Схема замещения выходной цепи, показанная на рис. 5.20, 6, постро- 
ена по аналогии с рис. 5.17, 6. Сопротивление №, и, служащее для соз: 
дания смещающего напряжения, на рис. 5.20, б опущене. 

Найдем усиление напряжения на участке от источника сигнала Е, 
до зажимов коллектор — эмиттер. Для этого воспользуемся формулой 
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_ (5.41), в которой для упрощения положим, что 2, = г, — чисто оми- 
ческое сопротивление, а также слагаемое г.г» в знаменателе отно: 
сительно мало. 


Тогда 
Ёз — ИР Ире. ЧАИ 4 ___ РАННЕЕ х (5.53) 
Ес (7, Ри.) (пи — "т + 2и) (7, 1.2) 


| 


| пт) [ е Ба юн 


2н (Ик — "т) 


х 


Это выражение совершенно аналогично выражению (5.31). Так 
как выходные цепи на схемах рис. 5.19 и 5.20 одинаковы, то для 
построения амплитудно-частотной характеристики транзисторного уси- 
лителя, собранного по схеме 5.20, можно воспользоваться рис. 5.21 
при условии замены $ на 002 лағы 1с ИА ДИНИҢ С; на 1/("„— ғ), 

п + тб +”ә 16 + ” 
и №, на №, (соответственно С. на С,). 

Импульсная характеристика усилителя &(/) будет рассмотрена 

в гл. 6 при анализе прохождения сигналов через усилитель. 


5.6. ОДНОКОНТУРНЫЙ РЕЗОНАНСНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Простейший резонансный усилитель на электронной лампе пока- 
зан на рис. 5.22, а, а на транзисторе — на рис. 5.22, 6. 

От рассмотренных в предыдущем параграфе эти схемы отличаются 
только нагрузочной цепью. В данном случае нагрузкой является «па- 
раллельный» колебательный контур. Индуктивная ветвь с резуль- 
тирующим реактивным сопротивлением х; может содержать не только 
индуктивность, но и емкость, а емкостная ветвь с реактивным сопротив- 
лением х, может содержать помимо емкости также и индуктивность. 
Сопротивления г; и г, учитывают потери в ветвях контура, а шунти- 
рующее сопротивление А, собственно и является полезной нагрузкой 
усилителя. 

Составим выражение для полной проводимости нагрузки б, (меж- 
ду зажимами /—2): 


а, = а лаа Е = +0 +0, (5.54) 


где через (+, Ц. и С», обозначены проводимости соответствующих 


ветвей. 
Проводимость только одного контура 


ге (я — с) х. екі іх 


ЕР Ее) х1 ХС 


б, = (3 + бс = (5.55) 


Здесь использованы условия г, «Хх, иго «х о и введены обозна- 
чения: г =/, ео х=®Ё--1/9С, причем 2 и С — результирующие 
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индуктивность и емкость контура (при последовательном обходе). 
Очевидны следующие соотношения: 


®р 7 


где ор= 1/У2С — резонансная частота; р = 0} Ё = 1/0 С — характе: 
ристика контура. 
Введем в рассмотрение «обобщенную расстройку» контура 
о 6) о (0 . 


®р 0) 


Здесь ,— добротность ненагруженного контура (без учета №). 


Рис. 5.22 


Тогда выражение (5.55) можно записать в форме 


0, (14-а), (5.57) 


где С, „= "кх, Хх. — проводимость контура при резонансе. 
Подставив (5.57) в (5.54), получаем 
С. ==, 4-10, (5.58) 


Составим теперь выражение для передаточной функции (по напря- 


жению) усилителя. 
Для схемы (рис. 5.22, а) применяем формулу (5.31): 


$ 8 
Ке = — = — = ——— 5.59 
" С: +Сн (04+ Сир + бш) + ѓабу р ( 


Заметим, что при резонансе, когда а = 0, абсолютное значение 
коэффициета усиления 
5 8 
К вр = =. (5.60) 
9; + бкр Сш су 
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Можно поэтому (5.59) записать в несколько иной форме: 
КЕ 


КЕ = — р , (5.61\ 
. бк 
14-4 С. а 
Коэффициент 
А: _ НИ (ОНРО (5.62) 
С; Сир-+ 0: + бш | 8; + аш 
р 
Скр 
о 
Б, ама 1/12 


– – — — = —– —– — — 


730 20 10 0\ 10 20 30 а 
| 
| 


Й 
И 


Рис. 5.23 


при обобщенной расстройке а учитывает шунтирующее действие на- 
грузки С, и лампы С.. 


Целесообразно ввести понятие обобщенной расстройки нагружен: 
ного контура 


Чкь | с @ ор © «р 
т с ИЕ СУИ Е СЗТ 
0 Сбт “9 ө ор 6 
оа 
Скр 
где 
< РОН _ ЕЛЕУ (5.64) 
8 а: + Сш 
Ско 
В новых обозначениях передаточная функция усилителя 
Кр, Кер 


в (Фир (5.65) 
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Слагаемое л в показателе степени учитывает знак минус в правой 


части (5.61). 
Итак, уравнение резонансной характеристики одноконтурного уси- 


лителя запишем в виде 


К р р 
п (22кь) = г Е (5.66) 
"Уга. 
а фазовую характеристику —в виде 
Ф (ав) = — агсі а, (5.67) 


(без учета независящего от частоты сдвига л). Графики и(а,„,,) и Ф(0,„љ) 
изображены на рис. 5.23. 

Эти характеристики ничем не отличаются от характеристик пассив: 
ного колебательного контура с соответствующей добротностью. Как 
правило, основной интерес представляет контур с относительно высо: 
кой добротностью (десятки и более) и с малыми относительными рас: 
стройками (Ло/о, <<< 1). 

В подобных случаях можно считать 


я. талаа 
6), ( Ф©р іа Ао 
р 
( = | 2Ло + ( До ) 
е ре Үт) тор 
1.86 а 00 
Фр Фр 
И 
2 До 
аъқкв 22 ®р а (5.68) 


Полоса пропускания резонансного усилителя, определяемая по ос- 


лаблению амплитуды на границах полосы до 1/|/ 2 от максимального 
уровня (при а,„ь == 0) и выраженная через обобщенную расстройку, 
равна 2 (см. рис. 5.23). Для перехода ог а.» к частоте, приравниваем 
в (5.68) [а„,| = 1, а | Ао| = А®.. Тогда полоса пропускания 


2 Ао = 29. (5.69) 


ЭКА 


Все полученные выше результаты можно распространить и на тран- 
зисторный одноконтурный усилитель (см. рис. 5.22, 6). Необходимо 
лишь, Как это уже отмечалось в предыдущем параграфе, заменить 
а, на '/(г, — ги), а5 на гт/ (гк — Ги) (га гб 1 г,). 

Импульсная характеристика резонансного одноконтурного уси: 
лителя будет рассмотрена в гл. 7 при анализе передачи сигнала через 
колебательные цепи. 
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5.7. ЦЕПОЧКА ОДНОКОНТУРНЫХ УСИЛИТЕЛЕЙ. 
ГАУССОВ ФИЛЬТР 


Простой усилитель, на одной лампе или одном транзисторе, поз- 
воляет получить относительно небольшое усиление - в десятки или 
сотни раз. В радиоэлектронике часто требуется осуществлять усиление 
во много раз большее. Эта задача решается с помощью многоступенных 

(«многокаскадных») усилителей, 
(к, составленных из нескольких, обыч- 
но одинаковых, ступеней. 

В предыдущих параграфах бы- 
ло установлено, что в ламповых 
усилителях полностью, а в тран- 
зисторных почти полностью, мож- 
но пренебрегать влиянием выход- 
ной цепи на входную. Это свойст- 
во усилителей позволяет считать 
отдельные каскады полностью «раз- 

| . вязанными» друг от друга, благо- 

-50 -20 -10 0 10 20 30 аз даря чему результирующая переда- 

точная функция всего усилителя 

Рис. 5.24 может быть выражена произведе- 

нием передаточных функций от- 

дельных ступеней, рассматриваемых порознь. Если к тому же все сту- 

пенн идентичны, то при общем их числе и передаточная функция 
всего усилителя 


К, (іо) = [К (іо) = (х) (5.70) 


Здесь Кір — резонансный коэффициент усиления одной ступени; 
а,в — Обобщенная расстройка. 
Перепишем выражение (5.40) в форме 


ы | аа в (5.71) 


р 22, 


Из этого выражения видно, что фазовая характеристика усилителя 
Ф, == иф; совпадает по форме с фазовой характеристикой одной сту- 
пени фі, но масштаб фазовой характеристики усилителя возрастает 
в п раз. Амплитудная же характеристика К, (&) изменяется по форме; 
с увеличением и она становится острее. Это видно из рис. 5.24; с воз- 
растанием п «полоса пропускания» усилителя, определяемая по ос- 
лаблению амплитуды на границах до 1/У 2 от максимального значения 
(при ак» = 0) уменьшается. Так, при п = 1 полная полоса, выражен- 
ная через обобщенную расстройку, равна 2, прил = 2 ип = 3 — со- 
ответственно 1,28 и 1,02 [напомним, что обобщенная расстройка а,.ь 
связана с частотной расстройкой Ло соотношением (5.68) ]. 
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Б практике ооЫчно задасічля определи аын а а 
усилителя в целом. Поэтому с увеличением числа каскадов полосу 


пропускания одной ступени необходимо увеличивать. В результате 
получается, что в пределах полосы пропускания усилителя величина 
а.кв Оказывается значительно меньшей единицы. Это обстоятельство 
позволяет осуществить удобное преобразование выражения для ам- 
плитудно-частотной характеристики усилителя. Именно, воспользо- 


вавшись соотношением 


п 
ен ч 0) (1+а2,,) 


Р 2 
(1 +а?,,)"7? е" (кв) е 


и обозначив аб = х, представим п (1 + х) в виде степенного ряда 
1 | 
[п (1 0) а 082—6 при |х[<1. 
Полагая |х| < 1, т. е. считая, что и У 1, мы можем ограничиться 
лишь первым членом разложения 


Іп (1 + х) хаё 


При этом 
и п (1 +в) Ри К Чэкв 
и модуль передаточной функции 
Ме 2. 
Кобо) Ке 0", 


Подставляя сюда 


2До 
Язи, = р О кв = Дот, , 


где т, = 20.,,/ 0р — постоянная времени контура, приходим к оконча- 
тельному выражению ДЛЯ амплитудно-частотной характеристики 
многокаскадного усилителя 
С Ао 

2402 


то Ы ей 
К.о) —=К\р е 2 кА РОУ Кре 2 экв — Ке 0, (5.72) 
где приняты обозначения 
Юла ҚО да (5.73) 


Ип т. 


Итак, при и № [| амплитудно-частотная характеристика при- 
нимает форму кривой гауссова закона распределения. 

Линейные цели с подобной характеристикой получили название 
«гауссов фильтр». Если под полосой пропускания гауссова фильтра 
условиться понимать полосу, на границах которой амплитуда сни- 
жается до е—'/* = 0,606 от максимальной (что близко к 1/2), то для 
полной полосы получаем простое выражение 
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ре (5.74) 


Ут Тк 
Таким образом, если задана требуемая полоса 2А о, то постоянная 
времени одной ступени должна быть т, = УУйАю.. 


Итак, передаточная функция многокаскадного усилителя, со- 
ставленного из и одинаковых одноконтурных ступеней, имеет вил 


= Зд — ло?/2402 
Кіа) а Кре 2 "вета Кре 8 ети, (5.75) 


Рис. 5.25 


В пределах полосы пропускания (а,„, < 1) фазовая характерис- 
тика, равная 


пФ = — п агсіє а, А — һа, „ь = 
2Ао 
а — Ов = пт, Ао, (5.76) 
р 


в первом приближении может рассматриваться как линейная функция 
расстройки До = @ —5,. 

Амплитудная и фазовая характеристики 6-каскадного усилителя 
изображены на рис. 5.25. 

Исходная амплитудная характеристика одиночного контура, а 
также характеристика 6-каскадного усилителя, вычисленные по 
точным формулам (5.66) и (5.71), показаны пунктиром. Последняя 
получается возведением в шестую степень характеристики одиночной 
ступени. Характеристика соответствующего гауссова фильтра, вычис- 
ленная по приближенной формуле (5.72). показана сплошной линисй. 
Фазовая характеристика одиночной ступени Фф; показана пунктиром, 
а результирующая характеристика усилителя пф, — сплошной ли: 
нией. 

Гауссова аппроксимация часто оказывается удобной при анализе 
передачи сигналов через избирательные цепи. Этот вопрос рассмат- 
ривается в следующих двух главах. 
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Здесь же мы остановимся на одном интересном свойстве импульсной 
характеристики гауссова фильтра. Для определения этой характери- 
стики воспользуемся выражением (5.18), которое в данном случае це: 
лесообразно записать в форме 


оо 


2 (0) = Ве д К, бојене ао (5.77) 
л 


чтобы не оперировать с отрицательными частотами. 
Подставляя сюда (5.75) и учитывая (5.76), получаем 
2/2А–2 


| оо 
—(0—0,) = 
8 (1) = Ке Кр \ е р 067 9 ре 05] = 
л 


0 
ос 
Кр 160,1 (20/2490) Ло -+ ёда 
= Ке| —е р е 0 к а(Ло) | = 
а —р 


Кр 10.1 \ Е а, Да (Ао) 


л —0о0 
В последнем интеграле нижний предел — ©, заменен на —оо, что 
еко? 
допустимо, так как при Ло = — о. функция е—4"*/2400 очень близ- 


ка к нулю. 
С аналогичным интегралом мы уже встречались в $ 2.9. 
После вычисления интеграла получается следующее выражение; 


К | ри айб Щи 
0 (0) ғ = Ке е'р! И2л Ло, Р е ае я = 
2 — Ао? —п 
= 2 К. Ло, е( 00/2) (#—пт к)? аза Ж МН 


Как и следовало ожидать, импульсная характеристика резонанс- 
ного гауссова фильтра имеет вид гауссова же импульса с высокочастот- 
ным заполнением. Огибающая амплитуд задержана во времени на ве- 
личину ит, (единичный импульс подается на вход в момент Ё== 0, 
а пик импульса получается при ѓ == пт,), частота заполнения равна 
ор, Т. е, частоте, при которой модуль передаточной функции фильтра 
имеет максимум. 


5.8. ДВУХКОНТУРНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Одиночные контуры имеют недостаточно высокую частотную из- 
бирательность. Это объясняется пологостью скатов резонансной кри: 
вой контура. Для повышения избирательности широко применяются 
сложные колебательные системы, чаше всего двухконтурные. 

Рассмотрим усилитель, в котором нагрузочная цепь представляет 
собой систему из двух связанных контуров (рис. 5.26, а) Активные 
элементы — лампа или транзистор — на рис. 5.26 не показаны, однако 
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предполагается, что зажим [1—2 соответствует таким же зажимам 
в схемах, изображенных на рис. 5.22. 

Здесь использованы следующие обозначения: 

хс, — реактивное сопротивление емкостной ветви первого контура; 

хі, — полное реактивное сопротивление индуктивной ветви, вклю- 
чая и реактивное сопротивление связи хи». (при разомкнутом втором 
контуре); 2. — комплексное сопротивление второго контура (без 
учета х!?2). 


2° 2° 
[Е 
р |2, 
|2." / 2, 
,« РР | 
0) 
Рис. 5.26 


Для определения входного сопротивления цепи между зажимами 
1—2 исходим из схемы замещения, показанной на рис. 5.26, 6. На 
этой схеме влияние второго контура на первый учитывается «вносимым 
сопротивлением» 


где 2» = ғ + ах, — сопротивление второго контура. 
Тогда входное, нагрузочное, сопротивление 


; 2 
пі! (х1, т 

Как ив $ 5.6, сопротивлением потерь 1, а также вносимым сопро- 
тивлением х!›/2› можно пренебречь по сравнению с большим сопро- 
тивлением х‚,. В знаменателе же, где эти сопротивления имеют тот 
же порядок, что и результирующее реактивное сопротивление первого 
контура х,, — хс, (вблизи резонанса), можно использовать прибли- 
женное равенство 

пх, хо) 5 ПИ ѓа). 
Аналогично 
Даг Р, (1 + га). 


188 


В этих выражениях, как и раньше, 


2 (4 — юр) 2 (0—0 
а == ——_ Ч: а = (9—9) рз) Ч». 
1 ® р 
Таким образом. 
7 РТИ ХЕ, ее. РЕ ом ХС, Го (1 іа) 
КУЕ — па) О аа) + х0 
, іа ———————2————- | 
ке г. (1+ ѓаз) 
м. ХС, (1 + ѓаз) 


1'2 


р) е 
"з | | ерд 
|а + а) 1+ а | 


А. 


Рис. 5.27 


Замечаем, ЧТО первый множитель есть не что иное, как резонансное 


сопротивление 44, первого контура (при разомкнутом втором). 


Далее, , 
Хро Хо 0 [2 А 
чи 
где № = 72 — коэффициент связи. 
Таким ны окончательно 
РР ар (1+ 15) 


и 


(1+ 291) (1+ 49.) + #20, 9, ° 


(5.79) 


На практике большой интерес представляет случай двух идентич- 
ных контуров. Подобные двухконтурные системы, чаще всего с индук: 
тивной связью, широко применяются в радиоприемных устройствах 


(«полосовые усилители промежуточной частоты»). 


Схема одной усилительной ступени изображена на рис. 5.27. 


Полагая [1 = Ё, = Ё, С = С, = С, д = ғ, =", 0, = 0, = 0 
и а. = а. = а, перепишем для этого частного случая формулу (5.79) 


следующим образом: 


Я = ар (1 + а) 
н ^ апе реса", 
(1+ ѓа)? + А? 9? 


(5.80) 


При индуктивной связи ё = М/Т. (одинаковые индуктивности кон-. 
гуров). | | 
ыва формулы (5.31) и (5.35), нетрудно определить передаточ- 
ную функцию рассматриваемого усилителя. По формуле (5.31), отбра- 
сывая для простоты О,, находим усиление по анодной цепи: 


КЕ(іо) = С. — 82, = (1 іа)? - А2 0? ь 
Передаточная функция от зажимов 1—2 к выходу 
МОС _ ] 0 
И 2, бам сам’ 
Таким образом, по формуле (5.35). коэффициент усиления 
ИЧР" Ие 521р кф Е 
К (іо) = КЕ(іо) К, (5) = пурет Г а) 9 2709] 
НЕ. 1 ега В. ИТ ау ‚ (5.81) 
1 — а? + 820° 4-20]  Уй-а- Е? 02) 4а* 
где 
2а 
== ——————=, 5.82 
Фф агсіа тоз (5.82) 
а модуль передаточной функции 
К (о) = 521р КО (5.83) 


У(- Е? 02) 4- 2а (1 — #3 02) 4 п 


Из выражений (5.82) — (5.83) видно, что форма амплитудной и фазо- 
вой характеристик двухконтурной системы существенно зависит от 
величин 20) («фактора связи»). 
Прежде всего замечаем, что резонансное значение К (4) (при а = 0) 
52р Ё 
К. (5.84) 
Е+ 220? 
при заданных 5 и 4; достигает максимума при ЛО == | («критическая 
СВЯЗЬ»). 
Это максимально возможное усиление Кр макс = "2 5 21. т е 
вдвое меньшее, чем в одноконтурном усилителе, с тем же 21. 
Разделив К (0) на Кр маке: Получим нормированную резонансную 
характеристику двухконтурного усилителя 


К (0) ВА АО 


П(а) == А, 
(а) Къмак: И (1+ 02)2 4 2а? (1 — К? 02) ай 


(5.85) 


Семейство резонансных характеристик для нескольких значений 
параметра А6) построено на рис. 5.28, а фазовых характеристик — на 
рис. 5.29. Напомним, что частота возбуждения ® содержится в обоб- 
шенной расстройке а = [2( — 0,)/о,10 = (о — ®р)т,. 
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При сильной связи (А0 >> 1) резонансные характеристики при: 
обретают двугорбую форму; максимумы удаляются от резонансной 
частоты, соответствующей обобщенной расстройке а = 0, тем больше, 
чем сильнее связь. Дифференцируя выражение (5.85) по а и прирав- 
нивая производную нулю, нетрудно найти значения а, соответствующие 
экстремумам функции п(а): 


а= ү 0—1, а, = — У 2202—1. (5.86) 
В точке а; у, = 0 получается экстремум типа минимума (седловина). 
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Рис. 5.28 Рис. 5.29 


Переходя к частотам с помошью соотношений 


| (5.87) 
е8 Ера 0 = — ү 0—1, 
находим 
1 = р (1 4" Е ИР? -— 170) | (5.88) 


11 == (0р (1 = 5 ИЕ?— 1/62. 

При использовании связанных систем в качестве полосовых фильт- 
ров обычно исходят из критической связи, при которой резонансная 
характеристика имеет форму, наиболее благоприятную для равномер- 
ного пропускания частот в пределах полосы прозрачности и для рез- 
кого ослабления вне этой полосы. Это видно из рис. 5.30, на котором 
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для сравнения совмещены резонансные кривые для одиночного кон- 
тура (пунктирная линия) и для двухконтурной системы (при крити: 
ческой связи) при одной и той же полосе пропускания (по ослабле- 


нию 1/9). 
Для одиночного контура характеристика вычислялась по формуле 
А 
п ги НЕЕ НИ при 9 = 100, 
р 


2 
р 102880 
р 
а для двухконтурной системь по фор- 
муле 


До 1 
П а = лаи а 
‘Фр | Р \ 
| аг 0 ааа 
И (3 4 \ ор ы 
при условии, что добротность каждого 


из контуров ©’ = |20 (это необходи- 
мо для получения такой же полосы, что 
и в случае одиночного контура). 

Таким образом, приведенные выше 
формулы можно записать в форме: 

— для одиночного контура 


| & (2) С 2 Я 
— |= ——————————; 
> = к п) 2 


Рис. 5.30 ` р 


— ДЛЯ двухконтурной системы 


Лоу 
" [ыы] аў гүү 
А 1+ (200)* РЯ 


Из рис. 5.30 видно, что двухконтурная связанная система имеет 
лучшую избирательность, нежели одиночный контур. 

Следует отметить, что при приведении к одинаковой полосе про- 
пускания, усиление в двухконтурной схеме снижается по сравнению 
с одноконтурной не дввое [как указывалось в комментарии к ф-ле 


(5.84)], а всего лишь в У? раза. 

Иногда сильная связь, большая критической, применяется для 
искусственного подъема амплитудно-частотной характеристики усили: 
теля в области высоких частот модуляции. При этом весь спектр моду- 
ляции стараются разместить в седловине между двумя горбами резо- 
нансной характеристики. При совмещении несущей частоты модули: 
рованного колебания с резонансной частотой системы получается сим- 
метричное подчеркивание боковых частот модуляции. 
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5.9. СВЯЗЬ МЕЖДУ АМПЛИТУДНОЙ И ФАЗОВОЙ 
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ЛИНЕЙНОЙ ЦЕПИ 


Анализ прохождения сигнала через линейную цепь и преобра- 
зования в ней спектра сигналз основан на использовании амплитудно- 
частотной и фазо-частотной характеристик цепи. 

Возникает следующий вопрос: можно ли управлять одной из ха. 
рактеристик, не изменяя другую, или же между ними имеется одно- 
значное соответствие? Этот вопрос представляет для радиоэлектроники 
большой практический и научный интерес, особенно при решении за- 
дач, связанных с синтезом цепей по заданным частотным характери- 
стикам. 

Поскольку амплитудная и фазовая характеристики четырехполюс- 
ника представляют собой соответственно модуль и аргумент комплекс- 
ного коэффициента передачи А), вопрос сводится к установлению 
связи между модулем и аргументом комплексной функции Ж(р), обла- 
дающей следующими свойствами: а) число полюсов конечно и 6) отсут: 
ствие полюсов в правой полуплоскости переменного р = о + ѓо и на 
МНИМОЙ ОСИ. 

Как известно из курса «Основы теории цепей», этими свойствами 
обладает любой четырехполюсник с сосредоточенными параметрами 
как пассивный, так и активный (устойчивый). 

Поставленный вопрос приводит к одной из наиболее сложных проб- 
лем теории функций комплексного переменного. Значительно более 
простой задачей является выражение действительной части переда: 
точной функцин через мнимую или мнимой через действительную, 
Поэтому целесообразно вместо коэффициевта передачи (р) рассмат- 
ривать функцию Ө(р), связанную с К(р) соотношением 


Ө(р) = Іп К (р). (5.89) 


На оси частот эта новая функция принимает вид 
Ө (10) = м К (іо) = п [К (о)е! (ө 


= Іп К (о) { $ (®) = А (©) + {Ф (о). (5.90) 
Действительная часть этой функции 
А(о) = іп К (о) (5.91) 


называется логарифмичєским затуханием четырехполюсника. 
Учитывая, что 


К (6)= е9, (5.92) 
комплексный коэффициент передачи цепи можно представить в форме 
К (іо) = еб(0) — ел (0+9 (0). (5.93) 


Определяемая выражением (5.90) комплексная функция @\(1“), 
характеризуюшая логарифмическое затухание а гакже изменение 
фазы в четырехполюснике, может быть названа постоянной 
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передачи четырехполюсника по аналогии с термином. применяе- 
мым в теории длинных линий. 

После перехода от функции А(10) к функции Ө(го) задача сводится 
к установлению связи между А(®) и ф(о), т. е. между действительной 
и мнимой частями комплексной функции Ө(іо). 

Воспользуемся для этого следующим равенством, доказываемым 
в геории функций комплексного переменного: 


с+4-іоо 00 
| Ө (р) ар И | Ө (19) 4 (іо) (5.94) 
2лі ; р— 2 2 0 — 14, 

с— 1900 — [с 


Путь интегрирования в левой части это- 
го выражения совпадает с осью іф (с — 0) 
при обходе точки іо; справа. Первое слагае- 
мое в правой части представляет собой поло: 
вину вычета в точке ѓо}, т. е. интеграл по 
полуокружности бесконечно малого радиуса 
г. Действительно, на этой окружности функ- 
ция Ө(р) с точностыо до бесконечно малых 
высшего порядка равна Ө(ѓо;), а знамена- 
тель равен 


р— {1 = ге'®. 


так что 
ар = іге‘% 4$. 
Рис. 5.81 Поэтому 
і (а. +7) л 
| 
геал | -Ө00) ар | 969 чар 
2л; р — №, 27и ге $ 
(0—0) 0 


РИЧ ПР 
(8 бтен Ө (ѓоз). 


Второе слагаемсе — это интеграл по мнимой оси с исключением особой 
точки іо; (главное значение интеграла). 

Следует иметь в виду, что с увеличением р (по модулю) и при усло- 
вии, что Ве (р) >> 0, функция Ө(р) стремится к нулю. Поэтому инте. 
грал ст функции Ө(р)/(р — ѓоз) по дуге бесконечно большого радиуса 
Ю, лежащей в правой полуплоскости, равен нулю. Это дает основание 
заменить интеграл, стоящий в левой части равенства (5.94), интегралом 
по замкнутому контуру, показанному на рис. 5.31. 

Наложим условие, что функция Ө(р) не имеет полюсов в правой 
полуплоскости р. Тогда по теореме Коши этот интеграл равен нулю. 
Приравнивая в (5.94) левую часть нулю и заменяя @(1%) по уравне- 
нию (5.90), приходим к следующему выражению: 
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ос 


а 
ТА (о бе = | А.Т. | т) 1) 


0—0 2п 0 — 01 
Разделяя действительные и мнимые части, получаем 
х 
| А (0) 
вы | аа 
л 0 — 0, 
—ос 
е.) 
6) 
<) ао, 


0) — 0) 


мы: | 


Мы пришли к преобразованиям Гильберта (см. $ 4.8). Функция 
А(о;) является сопряженной (по Гильберту) функции Ф(о,). Так как 


А(о) есть четная, а ф(@) — нечетная функция, то 


у 

| А (©) ао те 4 І а= 

ри 00 — 0) = 0 —– 0 — 0) 

= л ———— — |а 77 Кенан, 
тее ту Я 02—02 " 


| зом _ [в = 
р. 00 © — (у 9 @— 01 —@— а 


ра | еы, р 9) а, 


[в (а 0 — © += 


002—0? 
Подставляя эти результаты в предыдущие выражения, приходим 
к следующим окончательным формулам: 
9 "4 
Фф (©!) = а | 2 бо (5.95) 
б 02 — 7 
И а, (5.96) 


А(в)= — 2 ын 
0 


0902—02 


Итак, фазовая характеристика ф(о;) при какой-либо фиксирован- 
ной частоте о; выражается через логарифмическое затухание А(о), 
причем последнее интегрируется в пределах от 0 = 0 до ® = оо. То 
же относится и к логарифмическому затуханию. Таким образом, для 
определения одной из характеристик на какой-либо частоте требуется 
знание изменения другой во всем частотном диапазоне. 
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Переходя в выражении (5.95) от А(«) к К(®) по формуле (5.91), 
получаем искомую зависимость между фазовой и амплитудной харак- 
теристиками: 


2 


ф (о!) = 2° \ мк (9) о, (5.97). 
л 
0 


02 —0? 


Оговоренное ранее условие отсутствия полюсов функции Ө(р) 
в правой полуплоскости равносильно условию отсутствия полюсов 
и нулей функции А (р) в этой же полуплоскости (так как в точках плос- 
кости р, где К(р) равно нулю, п К(®) обращается в — оо ). 

Можно поэтому сформулировать следующее важное положение: 
однозначное соответствие между амплитудной и фазовой характери: 
стиками имеется только у четырехполюсников, коэффициент пере- 
дачи которых К(р) не имеет нулей в правой полуплоскости комплекс- 
ного переменного р = в + іф. 

Четырехполюсники, отвечающие этому условию, называются м и- 
нимально-фазовы ми. К таковым относятся обычные колеба- 
тельные системы, фильтры, цепные и другие схемы, в которых отсут: 
ствуют перекрестные связи. 

К неминимально-фазовы м относятся мостовые и неко: 
торые другие специальные цепи. 

Условие отсутствия полюсов А (р) в правой полуплоскости для 
устойчивых четырехполюсников не требует дополнительных поясне- 
ний. Требование же отсутствия нулей в правой полуплоскости, а так- 
же смысл термина «минимально-фазовый четырехполюсник», будут 
пояснены в следующем параграфе. 

Остановимся на некоторых свойствах амплитудных и фазовых ха: 
рактеристик минимально-фазовых четырехполюсников. 

Из рассмотрения выражений (5.95) — (5.96) видно, что величины 
интегралов определяются характером изменения А(&) и ф(о) вблизи 
частоты @;, так как при удалении о от в; абсолютная величина дроби 


1/(02 — ©!) быстро убывает. 

Заметим прежде всего, что интеграл от этой дроби, меняющей свой 
знак в точке @ = ®., взятый в пределах от 0 до оо, равен нулю '. Если 
поэтому допустить, что для некоторой физической цепи затухание 
А(о) = А’, т. е. является постоянной величиной для всех частот от 0 
до со, то 


Следовательно, равномерное для всего диапазона логарифмиче- 
ское затухание (а следовательно, и равномерную амплитудную ха: 
рактеристику) можно получить только для цепи, фазовая характе. 


' Имеется в виду главное значение интеграла с исключением особой точки 
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ристика которой равна нулю, т. е. если цепь состоит из чисто омиче: 
ских сопротивлений. 

С другой стороны, добавление к затуханию А(е) постоянной ве- 
личины А, не изменяет фазовой характеристики, так что выражение 
(5.95) может быть записано в более общей форме. 


Физически это означает лишь изменение масштаба амплитудно-частот- 
ной характеристики с помощью, например, усилителя, имеющего рав- 
номерную амплитудно-частотную характеристику, или с помощью 
делителя напряжений (потенциометра), составленного из чисто оми- 
ческих сопротивлений (В первом случае А, нужно брать со знаком 
плюс, во втором — со знаком минус.) 

Можно также показать, что если вблизи рассматриваемой частоты 
о, функция А(%) изменяется слабо, то определяемая выражением 
(5.95) фазовая характеристика изменяется линейно; участкам же диа- 
пазона с относительно быстрым изменением А(о) соответствует нели: 
нейное изменение $(‹). Иными словами, участкам с равномерной ампли- 
тудной характеристикой соответствует линейная фазовая характе- 
ристика. 

Кроме того, при прохождении К(40) через максимум, т. е, в полосе 
прозрачности цепи, наклон фазовой характеристики отрицателен 
Е мг ] Соответственно п - 

ь ри прохождении через минимум (в по 


ао 
лосе непрозрачности) наклон фазовой характеристики положителен 


аф(о 
Е > 0 Эти положения хорошо иллюстрируются, в частности, 
00 

амплитудными И фазовыми характеристиками колебательных систем, 


рассматривавшихся в $ 5.6—5.9 (см., например, резонансную кривую 
и фазовую характеристику колебательного контура на рис. 5.25). 


5.10. НЕМИНИМАЛЬНО-ФАЗОВЫЕ ЦЕПИ 


В настоящем параграфе рассматриваются четырехполюсники, у ко- 
торых амплитудная и фазовая характеристики между собой не связаны. 
Как уже указывалось ранее, для этого нужно, чтобы передаточная 
функция обладала одним или несколькими нулями в правой полу- 
плоскости переменного р. 

Из общей теории цепей известно, что передаточная функция лю: 
бого линейного (пассивного) четырехполюсника может быть представ- 
лена в виде следующей дроби: 

КВ (Р—Ри) (р — 201) (Р— поз! (р — Роз) -. (Р— Рот) (0 Рот) ЕР? 
(2 Ру) (р— н.) (р— Риз) (0— рог) ... (В Раыь) (0— рь.) ( | 
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Здесь р=од-+ «— комплексная переменная; рол, рот — первая пара 
комплексно-сопряженных нулей функции А\(р): ро, роғ — вторая 
пара и т. д., а р}, ры! — первая пара комплексно-сопряженных по- 
люсов функции А(р); ро. Ри. — вторая пара полюсов и т. д. 

Полюсы функции Ж(р) могут быть расположены только в левой 
полуплоскости переменного р. Это объясняется наличием потерь в ре- 
альных пассивных цепях. В «идеальном» четырехполюснике без потерь 
полюсы располагаются на мнимой оси. 

Нули функции К(р) могут быть расположены как в левой, так и 
в правой полуплоскости р. 


7 
і 
| 
! 
і 
і 
1 
Ф 


Рис. 5.32 Рис. 5.33 


Далее, нули н полюсы могут быть либо действительными (распо: 
ложенными на оси 6), либо комплексно-сопряженными. как это по- 
казано на рис. 5.32. 

Для выяснения особенностей цепи, передаточная функция которой 
обладает нулями в правой полуплоскости, рассмотрим сначала про- 
стейший случай, когда имеется всего лишь один нуль. 

Пусть передаточная функция четырехполюсника имеет вид 


К (ру = В -Е-Ро_, (5.99) 


0— Оп 


где ру; — вещественная положительная величина; р; — тоже ве- 
щественная, но отрицательная величина. 
Определяемая выражением (5.99) функция А\(р) имеет один полюс 
в точке р = р, расположенной на оси с в левой полуплоскости, и 
один нуль в точке р = ро на правой полуоси о (рис. 5.33). 
7 и числитель и знаменатель в выражении (5.99) на (р + ро). 
огда 


Кр) = В Р Ра Р Ра. К, (р) Киз (р), (5.100) 
0— Вп рро 
где 
Къ, (0) = В СР (5.101) 
р — Рп 


обозначает передаточную функцию минимально-фазового четырех- 
полюсника (поскольку нуль передаточной функции Ж, (р) распо- 
ложен в точке р = — ри, т. е. в левой полуплоскости), а 
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К лин (5.102 
ка (р) 0 + ро 


— передаточную функцию четырехполюсника неминимально-фазового 
типа. | 

Правая часть выражения (5.100) соответствует передаточной функ- 
ции двух каскадно соединенных четырехполюсников. Следовательно, 
рассматриваемый четырехполюсник с коэффициентом передачи К\р), 
определяемым выражением (5.99), может быть заменен эквивалентным 
каскадным соединением двух четырехполюсников Иыу(р) и К.(р) 
(рис. 5.34). 


Рис. 5.34 


Рассмотрим подробнее второй четырехполюсник Ж, (р). Переходя 
от р к іе, запишем эту функцию в виде 


К. (19) в | (5.103) 


Так как р: — действительное число, то модуль этой функции равен 
гдинице на всех частотах от и = 0 до ® = оо, 
Аргуменл же равен 


ф (0) = агв (іо — ро) — гв (іо + ра) = 


= аа ар“ = — 92 агсір >, 
Ро Ри Ро 


Таким образом, коэффициент передачи 


г 8 (6) = =. #2 агс1 т а | (5. 103') 


Итак, четырехполюсник с коэффициентом передачи вида (5.103) 
представляет собой цепь, пропускающую (равномерно) все частоты 
от 0 до оо. 

Примером физической реализации подобной цепи является мосто- 
вая схема, изображенная на рис. 5.35, а. 

При выполнении условия 4, 2, = №? коэффициент передачи этой 
схемы 


1 См. Атабеков Г. И. Теория линейных электрических цепей. Изд- 
во «Советское радио», 1960. 
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о. (5.104) 


В частности, когда 2, = 1/1юС и 2, = іе и, следовательно, 
С = В? (рис. 5.35, 6), коэффициент передачи 


К (6) = С ею (5.105) 


Рис. 5.85 


где ф (о) = — 2 агсів оСК. (5.106) 


Отсюда видно, что между амплитудной и фазовой характеристиками 
рассматриваемой цепи не существует никакой связи. Изменяя эле- 
менты Си А (при соответствующем подборе [ из условия [/С = №Ю*), 
можно управлять наклоном фазовой характеристики при неизменной 
амплитудной характеристике, равной единице. Можно также изменять 
фазовую характеристику системы, соединяя каскадно несколько че- 
тырехполюсников мостового типа. При этом амплитудная харакзери 
стика остается неизменной. 

Принципиально иначе обстоит дело с четырехполюсником Кыф (14), 
полученным после исключения нулей из функции К(р). Изменение 
фазовой характеристики этого четырехполюсника неизбежно связано 
с соответствующим изменением амплитудной (и наоборот). Поэтому 
под «минимально-фазовой цепью» можно подразумевать систему, из 
фазовой характеристики которой удалены все слагаемые, не связан- 
ные с амплитудной характеристикой 1. 


1 Исторически термин «минимально-фазовая цепь» появился в работах Боде 
(см. Г. Боде. Теория цепей и проектирование усилителей с обратной связью. 
Изд-во иностранной литературы, 1948), который рассматривал передаточную 
функцию как отношение входной величины к выходной. В этом случае фазовая 
характеристика мостовой схемы является положительной [в отлнчие от (5.106)] 
и исключение нулей из функции К(р) приводит к уменьшению фазовой характе- 
ристики цепи. При общепринятом же определении передаточной функции исклю- 
чение нулей из функции К(р) приводит к увеличению аргумента. 

Таким образом, укоренившийся термин «минимально-фазовая цепь» нахо- 
дится в противоречии со словами «наибольший аргумент». Приведенное в тексте 
истолкование понягия «минимально-фазовая цепь» обходит это затруднение 
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Мостовые схемы, равномерно пропускающие все частоты, находят 
широкое применение в технике связи в качестве фазокорректируюших 
устройств. 

К неминимально-фазовым цепям кроме мостовых схем относятся 
некоторые специальные устройства балансного типа, схемы с перекрест- 
ными связями, а также длинные линии без потерь, работающие на со- 
гласованную нагрузку. 

Обычные многозвенные четырехполюсники относятся к минималь- 
но-фазовым цепям и на них распространяются установленные в $ 5.9 
соотношения между амплитудной и фазовой характеристиками. 


5.11. ДЛИННАЯ ЛИНИЯ КАК ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 


Цепи с распределенными постоянными обладают существенными 
особенностями при передаче через них сигналов. Главная особенность— 
это задержка сигнала на время, пропорциональное длине линии. 

Рассмотрим сначала свободную от потерь («идеальную») однород: 
ную линию, нагруженную на конце омическим сопротивлением №, 
равным волновому сопротивлению № = И //С, где Ги С — индук: 
гивность и емкость на единицу длины линии (рис. 5.36). 

При № = \ линия полностью согласована с нагрузкой. Это озна: 
чает, что на конце линии отсутствует отражение волн и энергия сиг- 
нала передается от источника к нагрузке при помощи бегущей волны, 
распространяющейся со скоростью 


1 

ИТС 
Важно отметить, Что в случае отсутствия потерь скорость не за: 
висит от частоты 0 э. д. с., питающей линию. Это позволяет трактовать 


Рис. 5.35 


изображенную на рис. 5.36 схему в виде четырехполюсника, коэффи: 
циент передачи которого равен 


К (іо) =ейе (о), (5.108) 


где фазовая характеристика ф(@) является линейной функцией час: 


ТОТЫ ®&. 
Модуль коэффициента передачи равен единице на всех частотах, 
так как в отсутствие потерь затухание волны вдоль линии равно нулю 
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и амплитуда напряжения (7 на выходе линии равна амплитуде э. д. с. 
Е на входе линии. 

Аргумент же коэффициента передачи при длине линии { и скорости 
распространения волны о равен 


(5.109) 


Фф (©) = МЕСТУ РНЕ 
4 


где 
ый БО (5.110) 


[4 


— величина задержки, т. е. время пробега волной расстояния /. 
Таким образом, выражение (5.108) может быть записано в форме 


і 


з 


Е 
К(®) е "9 ета (5.111) 

Из этого выражения следует, что линия без потерь, нагруженная 
чисто омическим сопротивлением (А = У), является идеальной ли- 
нией задержки, пропускающей равномерно все частоты, от 0 до оо. 
Величина задержки, независимо от частоты сигнала, равна &, = Шо = 
= ІС. 

Поскольку фазовая характеристика четырехполюсника, эквива- 
лентного идеальной линии {без потерь), совершенно не связана с мо- 
дулем коэффициента передачи (который равен единице на всех часто- 
тах), то изображенная на рис. 5.36 цепь должна быть отнесена к не- 
минимально-фазовым цепям. | 

При наличии потерь необходимо учитывать затухание волны при 
движении ее вдоль линии. Кроме того, скорость распространения 
волны зависит, в общее случае, от частоты. Поэтому передаточная 
функция эквивалентного четырехполюсника несколько усложняется 
и между ее модулем и аргументом имеется связь. 
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Передача сигналов через линейные системы. 
Общие методы и соотношения 


6.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


В радиоэлектронике приходится иметь дело с различными сигна- 
лами и с разнообразными, в основном с инерционными, цепями. 
При передаче реальных сигналов по таким цепям возникают пере- 
ходные процессы. В отличие от электротехники, интересующейся 
установлением режима при включении или выключении источников 
энергии, в радиотехнике в основном рассматривается влияние пере- 
ходных процессов на форму сигналов и в конечном итоге на содержа- 
щуюся в них информацию В гл. | огмечалось, что большинство радио- 
технических устройств представляет собой сочетание линейных и не- 
линейных элементов Это обстоятельство усложняет задачу строгого 
рассмотрения переходных процессов в радиоцепях, так как класси- 
ческие методы анализа, основанные на использовании принципа супер- 
позиции, являются линейными методами. В радиотехнике поэтому 
широкое распространение получили приближенные методы 
анализа воздействия сигналов на реальные устройства. Это прибли- 
жение достигается двумя путями: во-первых, выделяются линейные 
цепи, которые рассматриваются изолированно от нелинейных элемен- 
тов. Во-вторых, переходные процессы обычно рассматриваются для 
линейных цепей с постоянными параметрами И, наконец, при рас- 
смотрении прохождения сигналов через колебательные системы, обла- 
дающие высокой частотной избирательностью, удается существенно 
упростить сам метод анализа допущением о «медленности изменения 
амплитуд». 

Несмотря на перечисленные ограничения, имеется широкий круг 
практических задач, которые можно успешно решать на основе ли- 
нейного подхода. Такие задачи решаются, прежде всего, при прохож- 
дении сигналов через линейные усилители с апериодическими и колеба- 
тельными цепями. Из дальнейшего будет видно, что слабо выраженная 
нелинейность усилительных элементов (ламп, транзисторов и др.) 
не препятствует линейному рассмотрению прохождения импульсов и 
модулированных колебаний через «линейные» усилители. Даже в слу- 
чае существенно нелинейных устройств на основе линейного рассмо- 
трения отдельных элементов и узлов этих устройств часто удается по- 
лучать полезные для практики результаты. 
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Напомним основные методы, с которыми приходится иметь дело 
при анализе прохождения сигналов через радиотехнические цепи. 

Для простейших систем, описываемых дифференциальными урав- 
нениями не выше второго порядка, решение задачи обычно нетрудно 
получить с помощью классического метода дифференциальных урав- 
нений. 

Для сложных цепей значительно более удобными оказываются ме- 
тоды, основанные на спектральном представлении сигнала. К этим 
методам относятся метод интеграла Фурьеи тесно с ним . 
связанный операторный метод (преобразования Лапласа). 

Наряду со спектральным методом в радиоэлектронике часто ис- 
пользуется также метод интеграла наложения, осно- 
ванный на представлении сигнала в виде суммы импульсов (или скач: 
КОВ). 

Кроме перечисленных строгих методов, применяются упомянутые 
выше приближенные методы, приспособленные к специфике рассмат- 
риваемых цепей и сигналов. Некоторые из таких методов будут изло- 
жены в гл. 7 при рассмотрении передачи радиосигналов через избира- 
тельные цепи. 

В данной главе излагаются основные положения теории передачи 
детерминированых сигналов через линейные системы 
с постоянными параметрами, причем более подробно рассматриваются 
«управляющие сигналы» (без высокочастотного заполнения) и аперио- 
дические цепи. 

Передача детерминированных сигналов через параметрические ли- 
нейные системы рассматривается в гл. 11, а передача случайных сиг- 
налов через линейные системы — в гл. 15. 

Два следующих параграфа посвящены краткому изложению суще- 
ства операторного метода и метода интеграла наложения и рассмотрены 
особенности применения этих методов к радиотехническим задачам. 


6.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 


В основе этого метода лежит использование введенной в предыду- 
щей главе «передаточной функции» цепи А(10) (см. $ 5.9). 

Если на входе линейного четырехполюсника действует сигнал 
произвольной формы в виде э. д. с. е(/), то, применяя спектральный 
метод, нужно определить спектральную плотность входного сигнала 
Е(іо)!. Эта операция легко осуществляется с помощью выражения 
(2.38). Умножением Е(1%) на Ж(іо) получаем спектральную плотность 
сигнала на выходе четырехполюсника. Наконец, применяя к произ- 
ведению Ё(іо) (іо) обратное преобразование Фурье [см. выражение 
(2.49) |, определяем выходной сигнал в виде функции времени. 


' В данной главе аргумент спектральной плотности обозначается в виде 
ів для удобства перехода к операционному изображению заменой іє на р. | 
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Таким образом, если входной сигнал записан в виле интеграла 
(=> | Е (1%) е‘ ао, (6.1) 
л 


то выходной сигнал может быть представлен в аналогичной форме: 


оо 
айу. | Е (15) К (іо)е‘е до. (6.2) 
2л 
—с 

Сравнение выражения (6.2) с (6.1) показывает, что сигнал на вы- 
ходе личейной цепи может быть получен суммированием спектра 
Е(іо) входного сигнала с весом К(®). Иными словами, передаточная 
функция цепи Ко) является весовой функцией, опреде- 
ляющей относительный вклад различных составляющих спектра Е (1%) 
в сигнал (2). 

Вычисление интегралов вида (6.2) значительно облегчается при 
использовании методов контурного интегрирования на плоскости 
комплексного переменного. Переход от действительной переменной ® 
к комплексному переменному р = с + іо позволяет также полностью 
устранить ограничения, вытекающие из требования абсолютной ин- 
тегрируемости функции е(/) (см. $ 2.12). Заменив в выражениях 
(6.1) — (6.2) № на р, получим 


с-Н/ о 

е(0= 51. | Ее" ар (6.3) 
с—іоо 
соо 

0 =5- | Е) Кфар (6.4) 


При новой переменной функция Е(р) определяется выражением, 
получаемым при замене в выражении (2.48) іо на р: 


оо 


Е (р) = е(0) ет" 4. (6.5) 


0 


Это соотношение, преобразующее действительную функцию е(#) 
действительного переменного { в комплексную (в общем случае) функ- 
цию Ё(р) комплексного переменного р, называется преобразованием 
Лапласа. Е(р) иногда называют преобразованной по Лап: 
ласу функцией е(/) или изображением функции е(/). Исход- 
ную функцию е(/) называют оригиналом. 

Соотношение (6.3) по аналогии с выражением (2.49) иногда назы: 
вают обратным преобразованием Лапласа. 

Сравнивая выражения (6.4) и (6.2), приходим к выводу, что переход 
от о к р означает изменение пути интегрирования. В выражении (6.2) 
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интегрирование ведется по действительной оси ®,а в выражении (6.4)— 
по прямой, лежащей на плоскости р = с + іф и проходящей парал- 
лельно мнимой оси № на расстоянии с от последней (рис. 6.1). 

Величина постоянной с определяется характером подынтегральной 
функции (р) = Е(р) К(р): путь интегрирования должен проходить 
правее особых точек (полюсов) этой функции. 

Добавлением к прямой с — і оо, с + іоо дуги бесконечно большого 
радиуса можно образовать замкнутый контур интегрирования. Для 
того чтобы добавление этой дуги не изменяло величины интеграла, 
нужно руководствоваться следующим правилом: при положительных 
значениях { контур должен быть расположен в левой полуплоскости 
переменного р, а при отрицательных { — в правой. 


Рис. 6.1 Рис. 6.2 


Тогда в первом случае, при ѓ >> 0 [при проведении дуги в левой 
полуплоскости (рис. 6.2, а)| контур интегрирования охватывает все 
полюсы подынтегральной функции (лежащие левее прямой с — оо, 
с + іоо) и в соответствии с теорией вычетов интеграл (6.4) определяется 
как 


4-ѓоо 
а = \ О (р) е” ар = а. ф О (р) е?! ар = Х геѕ, (6.6) 
2 о 2ди 
с —іоо АВСА 
где Угеѕ— сумма вычетов в полюсах подынтегральной функции. 
При проведении же дуги в правой полуплоскости, т. е. при 2 < 0 
(рис. 6.2, 6), полюсы функции 0 /(р)е? оказываются вне контура ин- 
тегрирования, и в соответствии с теоремой Коши интеграл по замкну- 
тому контуру равен нулю. 
Таким образом, в зависимости от способа замыкания контура ин- 
гегрирования, получим: 
при 2 >>0 (контур по рис. 6.2, а) 


соо 
и =— | Ире" ар => ф О (р)е” ар=Х гез; (6.7) 
АВСА 


с— (09 
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при 2—0 (контур по рис. 6.2, б) 
„+00 
“= | бар > ф бет ар=0. (68) 
21 27, 


сіва АВСА 


Напомним важное СВОЙСТВО контурных интегралов: величина ин- 
теграла не зависит от формы замкнутого контура, по которому про- 
изводится интегрирование, если только полюсы подынтегральной 
функции остаются внутри контура. На основании этого свойства кон- 
тур, образованный добавлением дуги АВС бесконечно большого ра- 
диуса (рис. 6.2, а) к прямой с — іоо, с + і оо, можно произвольна 
деформировать при соблюденни условия, что все полюсы, расположен- 
ные левее прямой с — { оо, с -- і оо, остаются внутри контура. 

Итак, вычисление интеграла (6.4) сводится к определению вычетов 
в полюсах подынтегральной функции. 

Представим подынтегральную функцию выражения (6.4) в виде 


Р (р) 
ЏО (р) е?! = =. 6.9 
(р) е (0.9) 
Тогда вычет функции Р(р)/О(р), имеющей в точке р; простой полюс 
(первой кратности), определяется формулой 


Р (рі) 
Зр РОМЕ: аг НИР .10 
Е | в 
ар |р=р, 


Если функция Р(р)/О(р) имеет в точке р; полюс кратности т (где 
т — целое положительное число), то 


| а" і р 
ге$1 | 


Е 5 (р) р ? 
(т! ар"! @ (р) (р р)" . (6.10 ) 


Методика применения контурных интегралов для определения 
различных функций, играющих большую роль в теории переходных 
процессов, будет в дальнейшем пояснена на примерах. 

Для составления выражения (6.4) не обязательно всегда начинать 
с интеграла Фурье. Если известно интегро-дифференциальное уравне: 
ние исследуемой системы, выражение для {/(р} может быть получено 
путем алгебраизация уравнения с помощью преобразования Лап- 
ласа. 

Пусть, например, имеется уравнение 


и. 5 | Ш е (0 
а! д 


Искомой функции /(/) соответствует пока неизвестное изображение 
Кр). Для алгебраизации приведенного уравнения пужно найти 
изображения для производной и интеграла функции КФ. 
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Рассмотрим сначала производную 44(2)/4. Применяя формулу 
(6.5) и интегрируя по частям. получаем 


р] 


| (<) е» 41 = (еа 


0 4 0 
ес 01 р КО е2 24. 
0 


Учитывая, что е2 | о == 0 И ет?! | „о == 1 можем написать 


(а) е-е аі = рі (р) —{ (0). 


где { (0) — значение функции #(В при {= 0. 


Подобным же образом для Кира можно получить 


ае а=) +С. 
р 
0 


где постоянная С соответствует значению интеграла к моменту { == 0, 
т. е. 


{ 
= (100) а +С 
[гоа 1.0 8 


Алгебраизация интегро-дифференциальных уравнений особенно 
упрощается при «нулевых» начальных условиях, т. е. при рассмотре- 
нии процессов, связанных с подключением электродвижущих сил 
к «пустой» цепи (когда все токи через индуктивности и напряжения 
на емкостях равны нулю) в момент # = 0 

В этом случае 


| ео | е-” 1 рі (р), (6.11) 
0 

Гоа] е" д), (6.12) 
о |0 р 


Очевидно, что прои ‘водной /(/) ё-го порядка соответствует изобра: 


жение р*Г(р). 
В результате применения преобразования (6.5) ко всем членам 


исходного интегро-дифференциального уравнения последнее может 
быть приведено к виду 

2 (р) 10р) = Е (р), (6.18) 
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где /(р) — изображение искомой функции ((1); Е(р) — изображение 
внешней силы е(/), действующей на рассматриваемую систему; 
2(р) — функция от р, определяемая параметрами цепи (операторное 
сопротивление). 

Таким образом, изображение искомой функции (2) определяется 


в явной форме 


Е 
100) = 519). 


Для отыскания КА) остается применить выражение типа (6.7). 

Практическое применение изложенного выше операторного метода 
облегчается наличием подробных таблиц изображений для широкого 
класса функций. Эти таблицы приводятся в литературе по операцион: 
ному исчислению. 


6.3. МЕТОД ИНТЕГРАЛА НАЛОЖЕНИЯ 


Вместо разложения сложного сигнала на гармонические состав- 
ляющие (спектральный метод) можно воспользоваться разбиением 
сигнала на достаточно короткие импульсы (рис. 6.3). 

Если в основе спектрального метода лежит передаточная функция 
цепи АК(ѓо), то метод интеграла наложения базируется наи мпульс- 
ной характеристи- 
ке цепи 2(/), введенной в гл. 

5 (см. $ 5.9). с 

Пусть требуется найти 
сигнал $, (2) на выходе це- 
пи, если задан сигнал 5$(1) на 
входе цепи и известна ее 
импульсная характеристика 


_—-------- 


(2). 
Для уяснения сути метода 
интеграла наложения посту- 0 тай + я 
пим следующим образом. Ра- 
зобьем произвольный сигнал Рис. 6.3 


$(х) на элементарные им- 
пульсы, как это показано на рис. 6.3, и найдем отклик цепи в мо- 
мент / на элементарный импульс (на рис. 6.3 заштрихован), действую- 
щий на входе в момент х. Если бы площадь этого импульса равнялась 
единице, то импульс можно было бы рассматривать как дельта-функ- 
цию, возникшую в момент х. При импульсной характеристике цепи 
5(х) отклик в момент / был бы очевидно равен 8({ — х). Поскольку, 
однако, заштрихованная на рис. 6.3 площадь импульса равна $(х)Ах 
(а не единице), величина отклика в момент Г равна 5(х) Ахо(ѓ — х). 
Для определения полного значения выходного сигнала в момент # 
нужно просуммировать действие всех импульсов в промежутке от 
х == () до х = Ё. При Ах — 0 суммирование сводится к интегрирова- 
нию. 
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Следовательно, 
[а 


$вых (В = { $ (х) 2 (2 — х) ах. (6.14) 


0 


В общем случае, если начало сигнала 5(х) не совпадает с началом 
отсчета времени х, последнее выражение можно записать в форме 


(0 { 3(4) (2—2) ах (6.15) 


Для реальных систем всегда выполняется условие 
6(1—х)=0 при Ё<х, (6.16) 


г. е. при отрицательном аргументе функция &(Ё — х) должна обра- 
щаться в нуль, так как отклик не может опережать воздействие. По- 


этому выражение (6.15) можно заменить выражением 


ыы (= [8—4 (6.17) 


—0о0 


(при этом имеется в виду, что для х >> Е подынтегральное выражение 
обрашается в нуль). 

Приведем наконец, еще одну форму записи, которая получается 
из выражения (6.14) при замене х на 4 — х: 


$вых (0) = { 5 (#—х) в (х) ах. (6.18) 
0 


Интеграл, стоящий в правой части выражения (6.17), в математике 
называется сверткой функций $(1) и 2(0) (см. $ 2.7). Таким образом 
приходим к следующему важному положению: сигнал $,ых(й на вы- 
ходе линейной цепи является сверткой входного сигнала $(0 с им- 
пульсной характеристикой цепи 0(;) 

Из выражения (6.17) видно, что сигнал на выходе цепи 5,, (й) 
в момент / получается суммированием мгновенных значений входного 
сигнала $(х) с весом #(Ё — х) за все предыдущее время. 

В$6.2 при суммировании спектра входного сигнала несовой функ- 
цией являлась передаточная функция цепи Ж(іо). В данном случае 
при суммировании мгновенных значений входного сигнала 5(#) весовой 
функцией является импульсная характеристика цепи, взятая с аргу- 
ментом { — х, т. е. функция #(#—х). 

Структура выражений (6.17) и (6.18) наводит на мысль, что $,,,(#), 
5(/) и &(1) связаны между собой корреляционным соотношением типа 
(2.114). 

Действительно, если в (2.114) { заменить на х ит на /, то приме: 
нительно к функциям 5(х) и 5(х) получим 
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оо 


Ф. (2) = | $ (х) в (х — Р) ах. 


= 


От (6.17) это выражение отличается только знаком аргумента в функ: 
ции 2(х — 0). Рассмотрим поэтому поведение функции &(— х), если 
задана функция &(х). Так как по условию импульсная характеристика 
равна нулю при отрицательном аргументе, то при положительных 
значениях х функция 2(— х) == 0. Следовательно, функция 2(— х) 
существует только при отрицательных значениях х, причем 


в(—х) =21—(—[х))1 = (|х). 


Рис. 6.4 


Функция, отвечающая этому условию, является зеркальным ото- 
бражением функции 2(х) относительно оси ординат. 
Введем для зеркальной функции обозначение 


0(—х) =5(х. (6.19) 


График функции ұе(х), соответствующей заданной функции р(х) 
[являющейся откликом цепи на воздействие в виде дельта-функции 
ӧ(х) |, изображен на рис. 6.4 пунктирной линией. 

На том же рисунке изображена функция 5(х — #), соответствующая 
воздействию ӧ(х — В. Эта функция существует только при х > Ё 

Очевидно, что функция 


(х) = 0(х— 0), (6.197) 


существующая только при х < {, является зеркальной по отношению 
к функции @(х — 0) с осью симметрии, проходящей через точку х = /. 
График функции а(х — 4) на рис. 6.4 изображен жирной линией. 
Итак, выражение (6.17) для выходного сигнала может быть за- 
писано в форме 


вых (2) == | 50) (х— 0) ах. (6.20) 
—00 
Это означает, что сигнал на выходе линейной цепи ,,,;(/) может 


быть определен как взаимная корреляционная функция для входного 
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- сигнала $(х) и зеркального отображения (х) импульсной характери- 
стики &(х). 
При этом аргументом Ё выходного сигнала является сдвиг функции 


о(х) относительно своего исходного положения при # = 0. 


6.4. ПЕРЕДАЧА ДИСКРЕТНЫХ СИГНАЛОВ 
ЧЕРЕЗ АПЕРИОДИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Дискретные сообщения обычно представляют собой последова- 
гельности импульсов. При передаче таких последовательностей через 
инерционные цепи форма импульсов претерпевает изменения, которые 
приводят к частичной или полной потере передаваемой информации. 
В связи с этим одной из наиболее гипичных задач, с которыми стал- 
кивается радиоинженер и исследователь в своей практической дея- 
тельности, является анализ искажения формы импульсов. 

Из всего многообразия возможных форм импульсов наибольший 
интерес для анализа представляет прямоугольный импульс. Это связано 
с простотой формирования, а также с его широким применением в си- 
стемах с двоичным кодом и во многих других радиотехнических устрой- 
ствах. При работе с прямоугольными импульсами основное внимание 
обычно уделяется вопросу о передаче фронта и спада импульса. Этот 
вопрос особенно важен, когда передаваемая или извлекаемая инфор- 
мация содержится в положенин переднего (или заднего) перепада им- 
пульсов на оси времени (например, в некоторых радиолокационных 
системах). 

Рассмотрим прохождение прямоугольного импульса через аперио- 
дический усилитель, изученный в $ 5.5. 

Передаточная функция этого усилителя определяется выражением 
(5.48) (для лампового варианта схемы, рис. 5.19). 

Для сокращения громоздких выкладок сделаем упрощения, вы- 
гекающие из соотношений между сопротивлениями №, №, и КЮ, (со- 
ответственно между проводимостями С,, С; и 0)), а также емкостями 
Со и С, в реальных усилителях. Как правило, внутреннее сопротив- 
ление лампы А; очень велико по сравнению с основным нагрузочным 
сопротивлением №. То же самое имеет место для сопротивления А; 
разделительной цепочки (А; » А,). 

Можно поэтому пренебречь проводимостями 0, и С, по сравнению 
с С, что позволяет выражение (5.48) привести к виду 


лы. №0 
1—1 ОА, С 1 З 
=ч С, в, ) + т т, 
где К,—5А„— коэффициент усиления в области частот, где усиление 
равномерно [см. формулу (5.51) |; т, = 2, С, — постоянная времени 


цепочки №, Со; т, = К.С, — посгояиная времени разделительной це- 
почки Ю,, Су. 
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Заменяя я формуле (6.21) {02 на р, получаем 


| 
а нь (6.22 


1 рее = рта 
рт! 
Пусть в момент / == () на вход усилителя с передаточной функ- 
цией К(р) подается прямоугольный импульс электродвижущей силы 
е(і) с амплитудой Ё и длительностью Т (рис. 6.5, а). На протяжении 


е(&) 


Рис. 6.5 


времени от / = 0 до # = Т напряжение на выходе усилителя можно 
рассматривать как результат включения при 2 == 0 постоянной э. д. с. 
21(1) = Е. В момент Е = Т включается дополнительная э. д. с. е›(/) = 
= — Е, компенсирующая первую э. д. с. Суперпозиция выходных на- 
пряжений и: (А) и и2(4), обусловленных действием е;(/) и ез(№), образует 
импульс на выходе усилителя. Таким образом, задача может быть све- 
дена к рассмотрению процессов установления в усилителе при вклю: 
ченин на входе постоянной э. д. с. 

В соответствии с формулой (6.5) при включении в момент # = 0 
э. д. с. е1(/) = Ё, изображение 


Е, (р) = | е (1)е-” йр=Е—. (6.23) 
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Тогда по формуле (6.4) выходное напряжение 


сое Е ЕТ с4-1 оо вр! ар 
к= г й ар = —КоЁ | Ге 


Әлі 
МА оо рала БРА 
1 


І __ 2%] 1. 
Рае 274 | —( т ] 71 ' 


р. = — | р 21а |= ==: 


274 т! 


Находим вычеты по формуле (6.10): 


м лый РЕ е... РРР ФА? 
наре Е" Гы | 
ар |]р=р, 9 
е"! еа —1/% 
Геба ре а нЕ Е а, 
| =. (--)+! 
[ 4р |р=р, Та 
Итак, 
ш() = КЕ [ее а], | (6.24) 
Графики и:(2 и и2(1) = — и! (1 — Т) изображены на рис. 6.5, 6, 


а результирующее напряжение на выходе усилителя и({) = и. (1 + 
4+ и?) — на рис. 6.5, в. 

Из формулы (6.24) и из рис. 6.5, в видно, что при малых временах, 
т. е. при 4, соизмеримых с т,, первая экспонента в выражении (6.24) 
равна единице и основное влияние на фронт импульса оказывает вто- 
рая экспонента. Когда же { становится соизмеримым с т, характер 
функции и1(2) определяется в основном первой экспонентой. То же 
самое относится к функции 112(0) при отсчете ени с момента 2 = Т. 

Прямоугольный импульс с амплитудой К.Е, который имел бы 
место в идеальном усилителе с равномерной амплитудно- частотной ха- 
рактеристикой, изображен на рис. 6.5, е нунктирной линией. 

Искажение формы реального импульса проявляется: а) в конечной 
крутизне фронтов и 6) в скосе вершины импульса. 

Первый из этих факторов выражен тем сильнее, чем больше постоян- 
ная времени т, = В, С, (и, следовательно, чем сильнее завал частотной 
характеристики в области верхних частот). 

Второй фактор (скос вершины импульса), наоборот, выражен тем 
сильнее, чем меньше постоянная времени =. разделительной цепочки 
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Ю,, С\ (и, следовательно, чем сильнее завал частотной характеристики 
в области нижних частот). 

Выбор постоянных времени г, и т! зависит от требований, предъ' 
являемых к форме импульса на выходе усилителя. 

Если требуется, чтобы за время Т амплитуда достигала только 
лишь своего максимально возможного значения К. Ё, то постоянная 
времени т, может иметь величину, близкую к Г. Форма импульса при 


_ этом далека от прямоугольной. 
В тех случаях, когда требуется удовлетворительное воспроизве- 


дение формы импульса, постоянная времени т, должна сопоставляться 
со временем, отводимым на длительность фронта выходного импульса, 
а постоянная времени т, должна быть велика по сравнению с дли: 
тельностью импульса Т. Этот результат имеет важное значение для 
правильного выбора параметров системы передачи дискретных сооб- 
щений, так как он указывает на минимальное время, необходимое для 
перехода от одного дискретного уровня к другому. 

Следует отметить, что в случае усиления импульсной последова- 
тельности проведенное выше рассмотрение справедливо при условии 
достаточно длительного интервала между импульсами, так что нало- 
жение переходных процессов от соседних импульсов не имеет места. 

Продифференцировав (6.24) по { и приравняв Е к единице, по- 
лучим выражение для импульсной характеристики апериодического 
усилителя. 


6.5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ 


В радиоэлектронике часто требуется осуществлять преобразование 
сигнала, имеющее характер дифференцирования или интегрирования. 
На вход линейного устройства, осуществляющего дифференци- 
рование, подается сигнал 5(1); с выхода должен сниматься сигнал вида 
4$ (1) 
а ' 


В интегрирующем устройстве связь между сигналом выходным 
$вых(б и входным 5(#) должна иметь вид 


00) == | 5 аі, 


В этих выражениях т, — постоянная величина, имеющая размер- 
ность времени. 

Дифференцирование и интегрирование являются линейными матема- 
гическими операциями. Следовательно, для дифференциального или 
интегрального преобразования сигнала должны быть применены ли- 
нейные цепи и элементы, обладающие требуемыми соотношениями 
между входными и выходными величинами. Этим требованиям отвечают 
в принципе такие элементы, как обычная емкость или индуктивность 
в сочетании с омическим сопротивлением при надлежащем съеме 


выходного сигнала. 


$выз(й) == 10 
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Рассмотрим сначала схему, изображенную на рис. 6.6. 
Подразумевая под входным сигналом $(1) электродвижущую силу, 
составим уравнение для тока в цепи (1): 


РІ 0+ (0 41—800). (6.25) 


Умножим это уравнение на С и обозначим 
постоянную времени цепи т, = КС. | 
Тогда получим уравнение 


т - | і (0) = С (0). (6.26) 


5() 9) Ё 
Характер функциональной связи между током /(/) 
и входным сигналом 5$(/) зависит от величины 
Рис. 6.6 постоянной времени то. Рассмотрим два край- 
них случая: очень малого и очень большого т. 

В первом случае, т. е. при очень малом тџ, первым слагаемым в ле- 
вой части уравнения (6.26) можно пренебречь. Продифференцировав 
оставшееся после отбрасывания этого слагаемого уравнение по {, по- 
лучим 


А д © 98(1) 
(1) = Ваг : 


—4 


с 


54) . К 56,105 60 5()- + Звых (#)= Ие, [5 (а 
а) 6) 
Рис. 6.7 


Отсюда видно, что напряжение на омическом сопротивлении Ю, 
совпадающее по форме с {#), пропорционально производной входного 
сигнала 


расул ре 48 __ 0800 
ив == Рі ев Т0 Е и 


Таким образом приходим к схеме дифференцирующего четырех- 
полюсника, показанной на рис. 6.7, а, в которой выходной сигнал сни- 
мается с омического сопротивления А. 

Во втором случае, т. е. при очень больших значениях то, второе 
слагаемое в левой части уравнения (6.26) можно отбросить. При этом 
ток 


Ц) 50) =-, 300 
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совпадает по форме с входным сигналом, а напряжение на емкостн 
С, равное 
в (, ий 

ис == — \ 10) аі — | $(1] 4 

сы | (04 ср | 90 4, 
пропорционально интегралу от входного сигнала $(1). Отсюда следует, 
что для осуществления интегрирования цепочка №, С должна быть 
использована в соответствии со схемой, показанной на рис. 6.7, 6. 
Аналогичные результаты можно получить с помощью цепочки К, Ё. 
Схема дифференцирующей цепочки А, /, показана на рис. 6.8, а, а ин- 
тегрирующей — на рис. 6.8, 6. 


К ГА 


2 


5(2) 24 9%) 50) Зр (0 


а) 5) 
Рис. 6.8 


В первом случае постоянная времени то = [./Ю должна быть до- 
статочно мала, а во втором — достаточно велика. Принцип дифферен- 
цирования в первой схеме (рис. 6.8, а) можно представить себе сле- 
дующим образом. При достаточно большой величине сопротивления Ю 
ток через №, Ё почти не зависит от величины Г, и совпадает по форме 
с входным сигналом 5(/). Выходной же сигнал 5,,,„,„(#), снимаемый 
с индуктивности /, 


= аГ1 48 (і 
бвых (2) = [к | 3. « 


а! а! аі 


В схеме, показанной на рис. 6.8, 6, наоборот, ток в основном опреде- 
ляется индуктивностью Ё (так как № весьма мало) 


; 1 
Р) = — 1) а; 
0) = |90046 
выходной же сигнал, снимаемый с сопротивления Ю, 
(0) (0) = -. | $ (0) а. 
0 


Уточним теперь использованные выше понятия «малое» и «большое» 
то. Это проще всего сделать на основе спектрального рассмотрения. 
Если входной сигнал $(1) обладает спектральной плотностью 5(0), то 
при точном дифференцировании выходной сигнал $,„„(1) = т, 4$(1)/4 
должен обладать спектральной плотностью 19%, 5(62), а при точном 


интегрировании — плотностью кк 809) [см. выражения (6.11) и 
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(6.19) |. Это означает, что для точного дифференцирования требуется 
четырехполюсник с коэффициентом передачи: 


К(10) =, (6.27) 
а для точного интегрирования === 
ДАШ, (6.28) 
т, © 


Показанные на рис. 6.7, а и б четырехполюсники обладают пере: 
даточными функциями 


А Р 152 То Пе; 
= РНС `` РШ. БРЕРИРЧННЕ. 1-06 (6.29) 
Г аа] К 1-РС0О 1+1 
т ас 
И 
| 1С 1 1 ] І 
О) — ИКЕ. ЛЕРНЕР —— == 18.80) 
й, Маг ӘСЕ 1 т.109 
ІС СЮ т, © 
соответственно. 


Из сравнения выражений (6.27) и (6.29) видно, что для удовлетво- 
рительного дифференцирования требуется, чтобы выполнялось усло- 
вие 


п < 1. (6.31) 


Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра 
входного сигнала, в том числе и для самой верхней. 

° Из сравнения выражений (6.28) и (6.30) видно, что для удовлетво- 
рительного интегрирования требуется выполнение условия 


О >> 1. (6.32) 


Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра 
входного сигнала, в том числе и для самой нижней. 

Из неравенств (6.31) и (6.32) следует, что при заданной цепи диф- 
ференцирование осуществляется тем точнее, чем ниже частоты, на 
которых концентрируется энергия входного сигнала, а интегрирова- 
ние — чем выше эти частоты. 

Из этих неравенств вытекает также следующее принципиальное 
положение: чем точнее дифференцирование или интегрирование, тем 
меньше (по модулю) передаточная функция А(152) цепи, осуществляю: 
щей это преобразование сигнала. В пределе при идеальном преобра: 
зовании К (<) -> 0. 

Рассмотренные выше модели дифференцирующих и интегрирую- 
щих цепей обычно являются элементами соответствующих электрон- 
ных устройств. Наибольшее распространение получили А, С цепи, 
удобно сочетающиеся с активными элементами. Особенно просто ре: 
шается задача при дифференцировании сигналов. Рассмотренная 
в $5.5 схема усилителя (см. рис. 5.19, а), в частности, может быть ис- 


218 


пользована в качестве дифференцирующего устройства; для этого до- 
статочно выполнить условие, чтобы постоянная времени раздели- 
тельной цепочки (т. е. произведение АЮ:С, = т;) была мала по сравне- 
нию с длительностью сигнала, подлежащего дифференцированию. 

В заключение найдем импульсные характеристики дифференци- 
рующей и интегрирующей цепей и приведем некоторые примеры про- 
хождения импульсных сигналов через 
эти цепи. Проще всего определяется 
импульсная характеристика интегри- 
рующей цепи. 


ут 


66+)! 
| 
і 
0 а) [2 
н 
| 
= 
0; : 
6) 
Рис. 6.9 Рис. 6.10 


Исходя из соотношения 


ња 0 |504 


и подставляя вместо $(1) дельта-функцию ё(#), получаем для $, (2), 
т. е. для импульсной характеристики идеального интегрирующего 


устройства, следующее выражение: 


0! 


20) = — | 604=- при 9 < {< оо. (6.33) 


Единичный импульс и импульсная характеристика интегрирую- 
щего устройства изображены на рис. 6.9, а и б. 
Для реального интегрирующего звена АС (рис. 6.7, 6) импульсная 
характеристика 
а (0) = е, (6.337) 
а “5 
Нахождение импульсной характеристики дифференцирующего 
устройства затрудняется определением производной от дельта-функ- 
цин. Это затруднение можно избежать, если короткий импульс, обра- 
щающийся в 6(/) при устремлений его длительности т к нулю (см. 
$ 2.11), продифференцировать до перехода к пределу. На рис. 6.10, а 
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показан исходный импульс в виде треугольника с основанием 2ти вые 
сотой 1/т. Площадь импульса равна единице. Производная подобной 
функции изображена на рис. 6.10, 6. При т -+ 0 треугольный импульс 
обращается в дельта-функцию 5(1), а сдвоенный биполярный импульс 
(рис. 6.10, 6) — в производную дельта-функции, т. е. в &'(4). 


5 
"ч 
< 


- 


> 

ю 
в, ==> = ель и ао ать 
с 


м 


А к) 


п 


5) 1-6(&-Т) 
Рис. 6.11 Рис. 6.12 


Итак, импульсная характеристика идеального дифференциатора, 


получаемая из общего выражения $,„, (1) = тоѕа, (7) путем замены 
вх (2) на (7) и 5вых (дна &(!), определяется выражением &(1) = т, ё'(2), 
при 0 < 7 < оо Она имеет вид фигу- 
5(1) ры, показанной на рис. 6.10,6 при 
т — 0. 
На рис. 6.11, а изображен трапецеи- 
дальный импульс на входе дифференци- 
За рующей схемы С, №, на рис. 6.11, 6 
напряжение на ее выходе. Пунктирны- 
„7 ми линиями показан сигнал на выходе 
4 идеального дифференцирующего уст- 
| ройства. 
На рис. 6.12 аналогичные построе: 
0 Тв ния сделаны для входного сигнала, 
ё) представляющего собой прямоугольный 
Рис. 6.13 импульс (рис. 6.12, а). 

При точном дифференцировании вы- 
ходной сигнал должен представлять собой два единичных импульса: 
5(1) и — (4 — Т). В действительности же получаются два экспо- 
ненциальных импульса (на рис. 6.12, 6 заштрихованы). 

Приведенные на рис. 6.11 и 6.12 примеры показывают, что чем мед- 
леннее во времени изменяется входной сигнал, тем лучше происходит 
дифференцирование. 
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Пример работы интегрирующей цепочки №, С, когда на вход подан 
прямоугольный импульс, показан на рис. 6.13, аи 6. Чем больше по- 
стоянная времени цепи, тем реальный выходной сигнал (сплошная 
линия) ближе к идеальному (пунктир). 

Существуют способы улучшения работы дифференцирующего и ин- 
тегрирующего устройств, основанные на применении электронных схем 
с обратной связью. Принцип действия подобных устройств вкратие 
будет рассмотрен в $ 8.2; подробное же их изучение является прелд- 


метом специальных курсов. 


‚ 6.6. КОРРЕЛЯЦИЯ СИГНАЛОВ НА ВХОДЕ И ВЫХОДЕ 
ЛИНЕЙНОГО ФИЛЬТРА 


Пусть на входе фильтра с заданными передаточной функцией К(ѓо) 
и импульсной характеристикой 2(1} действует сигнал $), обладающий 
спектральной плотностью 51(6) и автокорреляционной функцией %,:(т). 
Требуется найти автокорреляционную функцию выходного сигнала 
4р2›(1), а также взаимную корреляционную функцию \р.(т). | 

Представим искомую функцию \1р.2(т) в виде соотношения (2.118) 


оо оо 


фун А | ЗА (орай да]. | 51(0)К? (®)е" до, (6.34) 
2л 2л 


где $, (о) = $; (#) К (о) — модуль спектральной плотности выходного 
сигнала. 

Спектральной функции $1 (о) соответствует оригинал [см. фор- 
мулу (2.118)]. 


ос 


Фат) = | Зое" ао, (6.35) 


а спектральной функции К? (0) — 


Ре (= | као) ет до, (6.36) 


т. е. автокорреляционная функция импульсной характеристики 
фильтра #(2) [поскольку спектральная плотность функции (4) совпа- 
дает с Ж(о)І. 

‚ Следовательно, произведению спектральных функций 51 (о) и 
М м ыы свертка оригиналов 1ф::(т) иф,, (т) (см. формулу 


фа (= (Ф О) Ра (с) ах, (6.37) 
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Как видим, автокорреляционная функция выходного сигнала ф»>(т) 


может быть выражена либо через 81 (©) и К [соотношение (6.34)1, 
либо через %№,,(т) и Ф, (т) [соотношение (6.37) |. 

Из соотношений (6.34) — (6.37) следует, что при прохождении сиг- 
нала через инерционную систему форма его автокорреляционной 
функции, как правило, изменяется. 

Рассмотрим два крайних случая: 1) спектр входного сигнала зна- 
чительно шире полосы прозрачности цепи и 2) спектр входного сиг- 
нала значительно уже полосы прозрачности. 

В первом случае можно положить, что в пределах полосы прозрач- 
ности цепи функция $1(4) сохраняет постоянную величину $. При 
этом 


Ф, (т) == 50 = | К? (о) е‘ до = 85 р, (т). (6.38) 


Этот результат показывает, что при воздействии широкополосного 
сигнала на узкополосный фильтр автокорреляционная функция вы: 


ходного сигнала совпадает (с точностью до постоянного множителя 5 т 
с автокорреляционной функцией импульсной характеристики цепи. 

Это объясняется тем, что широкому спектру входного сигнала со- 
ответствует короткий импульс. При «ударе» по узкополосному фильтру, 
обладающему большой постоянной времени, выходной сигнал по своей 
форме совпадает с импульсной характеристикой фильтра. 

Во втором случае, когда спектр входного сигнала намного уже по- 
лосы прозрачности цепи, функцию К(о) можно считать постоянной 
величиной К, в пределах спектра. При этом 


М (т) == КО | $1 (0) ее" до = К фи (т). (6.39) 


В этом случае 125(т) совпадает по форме с %,.(т) [так же, как и 
$2(1) совпадает по форме с $1(1) |. 

Найдем взаимную корреляциоиную функцию выходного и вход: 
ного сигналов. 

По определению 


оо 


(0) | 500) 1 (1—1) й. 


—0ос 


Для того чтобы этому выражению придать форму свертки, перейдем 
от функции 51(#) к 51(#) 1см. выражение (6.19) ] 


со 


Ф, (т) = | $2 (51 (1—1) а. (6.40) 


—ӧо 
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В спектральной форме это соотношение запишется в виде 
1 оо 
з ют 
0) = ус | $ (6) 51 (в) е" до, 
—с 


где функция $1 (в), комплексно-сопряженная функции $!(%), яв 
ляется спектральной плотностью функции $1(4). 

Учитывая, что 52(@) = $,(0) А(іо), перепишем последнее выраже. 
ние следующим образом: 


оо 


Фб) = = | $; (©) $1 (о) К (іо) е‘ до = 


ос 


ны 5? (6) К (ше до. (6.41) 


Но спектральной функции $} (о) соответствует оригинал {,,(т) 
[см. выражение (6. 35)1 а функции Ж (іо) — оригинал в виде им 
пульсной характеристики џ(т). 

Следовательно, 


фи (0) = | $0) (7— х) ах. (6.42) 


Это важное соотношение наряду с (6.41) полностью решает задачу 
определения взаимной корреляции между сигналами на выходе и 


входе линейной цепи. 
При бесконечной полосе пропускания, когда импульсная харак- 


теристика цепи (1) = А(/), очевидно 


фа (9) = А Г фи (х) 6 (т—х) ах = Афи (т). (6.43) 


Как и следовало ожидать, в рассматриваемом частном случае %›( т) 
совпадает по форме с 1ф!1(т) и с ф».(т) (см. выражение (6.39) ]. 

В другом предельном случае, когда спектр входного сигнала на- 
много шире полосы пропускания цепи, функцию 1: :(т) можно считать 
«короткой» по сравнению с функцией 2(т). Поэтому, прираввивая 
ра: ( т) == Вӧ(т), из выражения (6.42) получаем 


фи; (т) = В | 8 (х) а (т—х) ах = Ва (т). (6.44) 


—со 


Это означает, что при воздействии на узкополосный фильтр широко- 
полосным сигналом взаимная корреляционная функция (т) имеет 
такую же форму, что и импульсная характеристика фильтра рт), 
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6.7. СОБСТВЕННЫЕ ШУМЫ АПЕРИОДИЧЕСКОГО УСИЛИТЕЛЯ 


При анализе передачи сигналов по радиотехническим цепям, на- 
ряду с неизбежными искажениями формы сигналов, необходимо учи- 
тывать также и собственные шумы цепи. Эти шумы, накладываясь на 
сигнал, ограничивают информационную емкость последнего (см. $ 3.4). 

Проблема шумов особенно актуальна при усилении слабых 
сигналов. 

В радиоэлектронных устройствах имеются два основных источ- 
ника шумов: дискретная структура тока в электронных или полупро- 
водниковых приборах и тепловое движение свободных электронов 
в проводниках электрической цепи. 

Рассмотрим первый из указанных факторов на примере дробо- 
в0го эффекта, присущего анодному току электронной лампы. Этот 
ток представляет собой совокупность импульсов, каждый из которых 
обусловлен переносом заряда одного электрона. Так как моменты вы- 
хода электронов из катода могут рассматриваться как случайные и 
взаимно независимые, то образуемый импульсами результирующий 
ток #,(#) представляег собой случайный процесс. При этом существенно, 
что в любой момент времени ток /,(2) является суммой очень большого 
числа перекрывающихся импульсов, так как средний ингервал между 
моментами вылета электронов исчезающе мал по сравнению с дли- 
тельностью одного импульса. Положим, что за время Т, достаточно 
большое по сравнению с длительностью пролета электрона т,, с ка- 
тода лампы вылетает К электронов. В этом случае суммарный ток 
в момент / можно представить в виде суммы 


(ЕЁ) = У. 0—6, (6.45) 


где {,(/) — импульс тока, создаваемого в анодной цепи электроном, 
вылетевшим в момент / = 0; 4, — момент вылета А-го электрона. 
Эти моменты практически можно считать случайными и равно- 
вероятными в интервале 0), Т. 
Определим среднее значение (постоянную составляющую) анод- 
ного тока с помощью следующего очевидного выра жения: 


1 к 
е ] 
= п (0) = іт = | у 14 (#— 1, ) а. (6.46) 
(" 0 == 


’Меняя порядок интегрирования и суммирования и учитывая, что не. 
зависимо от момента вылета электрона 


Т 
| і, (Е—1,) 01 =е, (6.47) 
0 

где е— заряд электрона, получаем 
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я | 
= іт — 
Тоо гш Е 


‹ К 
Уе=еНт = =еК:. (6.48) 


Т +оо У 


~ 


Здесь 
Ку = іт = (6.49) 


Т -»оо 


представляет собой среднее за единицу времени число электронов. 
Итак, анодный ток можно представить в виде случайного процесса, 
образованного флуктуапиями мгновенпого значения относительна 


среднего значения /, == еК.. 
При токе /, равном всего лишь 1 ма, средняя длительность интер: 


вала в соответствии с формулой (6.48) равна 


—19 
Ее — 1,60 |6. 10-16 сек 


(заряд электрона е = 1,6 - 10—!% кул). 

В то же время длительность импульса т,, зависящая от геометрии 
лампы и от напряженности электрического поля в междуэлектродных 
промежутках, составляет величину порядка (1 10). 10—!° сек. Та: 
ким образом, за пролетное время т, из катола вылетает несколько мил- 
лионов электронов. Учитывая случайность моментов вылета /,, мы 
можем считать, что в любой момент времени /,(/) является суммой 
огромного числа независимых случайных величин {, (# — 4). 

При этих условиях полностью применима центральная предель- 
ная теорема (см. $ 3.1) и случайный процесс, соответствующий элект- 
ронному току лампы, следует рассматривать как стационарный нор- 
мальпый процесс с плотностью вероятности 


А ТИЙ 2 
рії уво (6.50) 


И?л а; 


Среднеквадратичное значение флуктуации тока о, ничтожно мало 
по сравнению с /,. Тем не менее с флуктуацией тока приходится счи- 
таться, так как постоянная слагающая /, не передается на выход 
усилителя, а переменная составляющая создает на анодной нагрузке 
шумовое напряжение, которое затем усиливается в такой же степени, 
что и полезный сигнал. 

Для полной характеристики дробового шума необходимо кроме р(і,) 
определить энергетический спектр \,, (о). Это нетрудно сделать с по- 
мощью следующих рассуждений. 

Введем в рассмотрение спектральную плотность С©;(@) одиночного 
импульса, обусловленного переносом заряда одного электрона е. При 
частотах от о == 0 до о 2> М1, спектральная плотность С1(®) не- 
изменна и равна площади импульса (см. $ 2.9). Следовательно, С1(6) = 
== [см. формулу (6.47) 1. Полная энергия одного импульса, возни: 
кающего в момент Ё, по формуле Парсеваля равна 
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Р | й@- Руа = - (то, («) ао, 


-— —о0 


а суммарная энергия К импульсов за время 7 


Ег = КЕ, +107 = = | К (С, (Рас + ГТ. (6.51) 


Первое слагаемое в правой части выражения (6.51) учитывает энер- 
гию флутуационной части тока. Увеличение этой энергии всего лишь 
в К раз (а не в К? раз) по сравнению с Ё, объясняется случайностью 
фаз гармонических составляющих от отдельных импульсов, хаоти- 
чески расположенных на оси времени. Второе слагаемое учитывает 
энергию постоянной составляющей /,. 

Разделив (6.51) на 7 и учитывая формулу (6.49), получим среднюю 
мощность анодного тока (при сопротивлении 1 ом): 


г ии | К! (С, (о)? а®- 15. (6.52) 


Тоо Т 


Следовательно, средняя мощность флуктуационной составляющей 
тока, т. е. дисперсия 


оо 


р, Е | К, 10, (0) до, (6.53) 


2л 


— 0% 


откула вытекает, что сплошной части спектра соответствует спектраль- 
ная плотность (энергетический спектр) 


И, (о) = А16, (0). (6.54) 
а дискретной части, т. е. постоянной составляющей, 
№, (6) = [0 2л6 (о). (6.55) 


Таким образом, полный энергетический спектр анодного тока дол- 
жен быть определен как 


р 2 
Й, (©) = Куб, (6)]? + /0 2л6 (о). (6.56) 
Как и следовало ожидать, энергетический спектр И! (©) полностью 
совпадает по форме со спектральной плотностью энергии | 6,(о) |? от- 


дельных импульсов, образующих случайный процесс. 
Подставляя в выражение (6.54) К, = /,/е и С,(о) = е, получаем! 


№, (о) = е/,. (6.57) 


· В технической литературе распространена формула |; (6) = 2е/,, при 
выводе которой среднюю мощность 05 относят только к положительным часто: 
там. 
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Это выражение справедливо для частот от 0 до | ®| < Чт,, при ко 
торых спектральная плотность С\(6) = сопѕі (рис. 6.14). 

Теперь нетрудно выявить статистические характеристики шумо: 
вого напряжения на анодной нагрузке, а также на выходе усилителя. 
Обозначим через 2(0) сопротивление двухполюсника, включенного 
в анодную цепь лампы (рис. 6.15, а). Сетка лампы соединена с катодом 
накоротко, чтобы подчеркнуть отсутствие сигнала на входе усилителя. 
При определении шумового напряжения и„(1) можно исходить из 


м; (м) = Кб, («Е 


т 1/сь 0 1/ [23 


Рис. 6.14 


2(—) (о) Ша (6) | |264) 


Рис. 6.15 


эквивалентной схемы (рис. 6.17 ,6б), на которой в качестве источника 
шума представлен генератор тока /(#). Постоянная составляющая тока 
[о из рассмотрения исключена, так как она не передается в последую- 
щие цепи (благодаря разделительной цепочке, на рис. 6.15, а не пока: 
занной). Статистические характеристики тока — р(і,) и И: (®) — 
были определены ранее. 

Закон распределения напряжения џи,(#) находится ‘немедленно на 
основании следующего положения теории случайных процессов: 
при любых линейных преобразованиях нормального процесса закон рас- 
пределения остается нормальным. 

Так как 2(0) — линейное сопротивление, то напряжение и,„(1), 
как и ток 1.({), имеет нормальный закон распределения. Поэтому для 
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плотности вероятности шумового напряжения и.(?) можно написать 
следующее выражение: 
—и2/204 
а 
ц = — е * (6.58) 
р (и) И 27 0,, 
Основной интерес представляет дисперсия бв; которая может 
рассматриваться как квадрат эффективного шумового напряжения. 
2 
Обозначим последнее через Оњ — 0и,. Для определения в, не 
обходимо найти энергетический спектр шумового напряжения 
№. (о). 
Это нетрудно сделать с помощью соотношения 


(0) = У, (9) 22 (0). (6.59) 


Возведение модуля сопротивления в квадрат объясняется тем, что 
как \,(®), так и У, (о) являются спектральными плотностями 


среднего квадрата тока и напряжения соответственно. 
Основываясь на выражении (6.59), нетрудно вычислить автокорре- 
2 
ляционную функцию Фф. и дисперсию би. 
Имея в виду схему рис. 5.19, а, определим сопротивление 2(0) 
из формулы 


Ан =" 0 
Ка Со 
И 
2 
22 (0) = – (6.60) 


1 (0С, А)? | 


(Шунтирующим действием разделительной цепочки пренебрегяем. ) 

Полоса пропускания цепи №, С, во много раз меньше. чем вели. 
чина !/т,, т. е. чем полоса частот, в которой функция К (о) равно» 
мерна (см. рис. 6.14). Поэтому при определении воздействия на цепь 
К, С, дробовой шум можно рассматривать как белый шум, обладаю: 
щий энергетическим спектром №: (о) = е/,. Тогда по формуле (6.59) 


| 


И, (о) = е/ Ма ——-———————-—— 
(9) оа (ос В (6.61) 
и по формуле (3.25) 
9 | А ет 1 на 
аф, (т) = еј, Ва — = ав =е 2 соѕ@т _ 
а , 2л ) 1+ (оС)? ы о л Гос, (6.62) 
а 2 
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Входящий в правую часть интеграл равен 


о 


| (а = ст 6191/8470, 
(Ка Са)? 2 (Ка С? Но? 2 КС 
Таким образом, 
е1 Ка д | Е е! Као — 2 Ќа еба, 


Т) == — 
Фи, (т) д 2 Юба 2С, 


При т=0 это выражение определяет дисперсию шумового напря- 
жения 


РА 9 е! А2 
фи, (0) = ои, = Из = с. (6.63) 
Таким образом, нормированная функция корреляции 
д. у=, (6.64) 


а эффективное значение шумового напряжения, развиваемого на анод: 
ной нагрузке, равно 


Омь да, = и 21 Ва, (6.65) 


2С, 


Из выражений (6.63) и (6.64) следует, что с увеличением интерва- 
ла т функция корреляции шумового напряжения на параллельном 
соединении №, и С. убывает экспоненциально. При |т | ғ» (2 - 3)АС 
Ф, (т) = 0. Это означает, что время корреляции, т. е. промежуток 
времени, в котором еще ощущается корреляция между двумя мгновен- 
ными зпачениями 12(1) и и(? — т), в два-три раза превышает постоян: 
ную времени цепи С. Нетрудно пояснить смысл полученного резуль: 
тата. Шумовое напряжение на нагрузке образуется совокупностью 
беспорядочно следующих импульсов тока, создаваемых отдельными 
электронами. Каждый из этих импульсов создает импульс напряжения, 
длительность которого определяется постоянной времени нагрузки. 
При наложении большого числа импульсов относительная скорость 
изменения суммарного шумового напряжения (1) должна быть того 
же порядка, что и скорость изменения отдельных импульсов Поэтому 
для независимости двух напряжений, отсчитываемых в моменты # 
и {— т, величина т должна быть не менее длительности импульсов, 
образующих шум. Графики функций И, (а) и Фа, (т) изображены 
на рис. 6.16 и 6.17. 

Определяемое формулой (6.65) напряжение можно условно рас: 
сматривать как результат приложения некоторого шумового напря: 
жения ко входу усилителя, т. е. к зажимам сетка — катод первой 
лампы. При коэффициенте усиления каскада К, величина эквивалент- 
ного шумового сеточного напряжения должна быть приравнена 


И а 0 908 (6.66) 
8эфф & К ы т 


\у 
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В качестве иллюстрации порядка величины шумового напряжения, 
создаваемого дробовым эффектом, приведем следующий пример, ха- 
рактерный для апериодического усилителя: анодный ток /, == 10 ма, 
сопротивление нагрузки №, = 5 ком, емкость С, = 50 пф. 

Применяя формулу (6.65), найдем эффективное значение шумо» · 
вого напряжения на выходе усилителя 


—19 —3 З 
ЛИИ Даб АЙ е ре д 0107 ма 
кы 2.50.10—12 


При крутизне характеристики лампы $ = 5 ма/в и Ю.=5 ком ко- 
эффициент усиления каскада К, 25 25. Поэтому эквивалентное шумовое 


ТА фи (=) 
«У 
һе 
% 2 
0 10 “Кб 0 10 Т/С, 
Рис. 6.16 Рис. 6.17 


напряжение на входе усилителя О офф А 10 мкв. Эта величина и опре- 
деляет нижний порог сигнала, который еще имеет смысл усиливать 
данным усилителем. В действительности уровень шумов еще выше 
из-за тепловых шумов во входных цепях усилителя. 

Определение статистических характеристик теплового шума может 
быть выполнено аналогичным образом на основе известного из физики 
выражения для энергетического спектра 


У (о) = 2АТА, (6.67) 
где Р — сопротивление, генерирующее шум; е = 1,38 х 
х 10-23 вт-сек/град — постоянная Больцмана; Т — абсолютная тем- 


пература. 
Как и в выражении (6.57), !(®) определено для положительных и 

отрицательных частот. При отнесении мощности шума только к по- 

ложительным частотам, коэффициент 2 должен быть заменен на 4. 


6.8. НЕЛИНЕЙНЫЕ ИСКАЖЕНИЯ СИГНАЛОВ 
В АКТИВНЫХ ЦЕПЯХ 


Анализ передачи сигналов через активные цепи, проведенный 


в данной главе, основывался на допущенни о строгой линейности 
вольтамперных характеристик усилительных приборов. Рассмотрим 
теперь искажения сигналов, неизбежно возникающие из-за кривизны, 
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хотя бы и незначительной, характеристик активных элементов (ламп, 


транзисторов и др.). 
Вернемся к выражению (5.21) и заменим его более общим, при: 


годным не только для электронной лампы, но и для любого усили: 
тельного прибора: 


; | аі а? ; 1 | 431 па 
аз) а) а ов (аа) е аг) а 
= 1(0,) 4-05 -|- 5? -- ү? --... (6.68) 


Здесь $ — усиливаемый сигнал; а, — напряжение (или ток), опре: 
деляющее исходное положение рабочей точки на характеристике 
активного элемента (в отсутствие сигнала). 

В ряде Тейлора (6.68) члены второй и более высоких степеней 
учитывают кривизну характеристики вблизи рабочей точки ас. Предпо- 
лагается, что при слабых сигналах и надлежащем выборе а, влияние 
нелинейных членов несущественно сказывается на коэффициенте уси- 
ления и на амплитуде полезного сигнала на выходе усилителя. С этой 
точки зрения усилитель можно считать приближенно линейным. Одна- 
ко наличие нелинейных членов все же приводит к появлению колеба- 
ний на дополнительных частотах. Хотя амплитуды этих колебаний 
могут не превышать нескольких процентов (или долей процента), пре- 
небрегать ими не всегда допустимо. 

Выходной сигнал 5,„‹ (А представляет собой напряжение разви: 
ваемое на нагрузке усилителя приращением тока г. Ясно, что $вых (#) 
зависит как от характера изменения во времени этого приращения, 
так и от характера нагрузочной цепи. 

Необходимо поэтому конкретизировать входной сигнал и струк: 
туру нагрузочной цепи. 

В практике при анализе нелинейных искажений в апериодических 
усилителях обычно исходят из простейшего входного сигнала — гар- 
монического колебания. | 

Допустим поэтому, что сигнал $(#) представляет собой колебание 


$ (7) = Аз со$ ©, 


действующее на входе усилителя. Нагрузочное сопротивление для 
простоты примем чисто омическим и равным К. 

В этом простейшем случае выходной сигнал может быть получен 
подстановкой в выражение (6.68) 5(7) и умножением его на К: 


бвых (2) = (05 4- В? 4 ү? + вы] = 
= аРА, соз 61 -- ВЮ Ас соз* 91 +- у.о с05° 9/ а (6.69) 


Подставляя 
соѕ? 694 = = + - соѕ 20, 


033 634 = =. со 9-Е = соѕ 30/ и т. д., 
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получаем 


2 3 
ых =А о.) (ал, Ра Т7 


д: ДЗ 
-- (+...) соѕ 20 Е -- 1 +.) соѕ 394 +... |- 
= 50 + 5,С05 ©/ -- 5. соѕ 20} + $, соѕ 307 +... (6.70) 


Из этого выражения видно, что из-за нелинейности характери- 
стики активного элемента гармонический сигнал $) дает на выходе, 
помимо полезного напряжения $; соѕ%/, некоторое постоянное напря- 
жение 5. (которое может быть убрано) и добавочные гармоники с ам: 
плитудами: $3 = ЮВА2/2 при частоте 20, $; = Юу40/4 при час- 
тоте 30 ит. д. Кроме того, несколько изменяется величина амплитуды 
первой гаромники &; (амплитуды полезного сгинала). Этим измене- 
нием можно полностью пренебречь. Таким образом, 5, = АаА.. 

Случай омической нагрузки характерен отсутствием фильтрации: 
все гармоники тока, возникающие из-за кривизны вольтамперной 
характеристики активного элемента, создают на выходе вредный эф- 
фект, пропорциональный амплитудам гармоник. 

В подобных случаях уровень нелинейных искажений принято оце- 
нивать с помошью коэффициента нелинейных иска: 
жений, который определяется по формуле 


_ Из ++ и 


$ (6.71) 


К, 
По существу, К, есть отношение среднеквадратичного значения 
суммы высших гармоник к такому же значению основной {первой) 
гармоники сигнала. Часто К, определяют отдельно для второй, третьей 
и т. д. гармоник. 
Таким образом, в рассматриваемом случае коэффициент нелиней- 
ных искажений по второй гармонике 


При правильном выборе режима работы активного элемента ко- 
эффициенты Ку», Куз и т. д. не превышают 1—2 %. 

Нелинейные искажения, возникающие в резонансном усилителе 
при усилении модулированных высокочастотных колебаний, будут 
рассмотрены в следующей главе. 


Передача радиосигналов 
через избирательные системы 


7.1. ОСОБЕННОСТИ АНАЛИЗА 


Рассмотренные в предыдущей главе задачи характерны тем, что 
в них мы имелн дело с сигналами, которые по своей форме совпадали 
с передаваемыми сообщениями. При передаче подобных сигналов за- 
дача сохранения информации тесно связана с задачей сохранения фор- 
мы сигналов. 

Иначе обстоит дело с радиосигналом, в котором информация заклю 
чена в одном из нескольких параметров высокочастотного колебания. 
Не обязательно сохранять полностью структуру этого колебания, а до- 
статочно лишь сохранить закон изменения того параметра, в котором 
заключена информация Так, в случае амплитудно-модулированного 
колебания важно точно передать огибающую амплитуд, между тем как 
некоторое изменение частоты или фазы заполнения, не имеющее суще- 
ственного значения, при анализе может быть опущено. При передаче 
радиосигналов с угловой модуляцией, наоборот, основное внимание 
должно быть уделено точному воспроизведению закона изменения 
частоты и фазы. 

Эти особенности радиосигналов открывают путь к некоторому 
упрощению методов анализа их передачн через линейные системы. 
Возможности упрощения особенно существенны, когда радиосигнал 
представляет собой узкополосный процесс, а цепь — узкополосную 
систему. Такие условия как раз и характерны для реальных радио- 
сигналов и реальных избирательных цепей. В $ 4.1 уже отмечалось, 
что даже в случае «широкополосных» сигналов ширина спектра радио- 
снгнала мала по сравнению с несущей частотой сигнала. Соответствен- 
но и полоса прозрачности цепи обычно мала по сравнению с ее резо- 
нансной частотой. 

В следующем параграфе обсуждаются упрощения, которые могут 
быть сделаны в спектральном методе, а в $ 7.3 — аналогичные упро- 
щения в методе интеграла наложения. 


7.2. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 


Пусть спектральная плотность $, (1%) высокочастотного модули- 
рованного колебания а(1) образует два всплеска вблизи частот во 
и — ©, а передаточная функция (10) — вблизи частот 0, и -—- 0, 
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(рис. 7.1). Для общности здесь принято, что резонансная частота цепи 
®р не совпадает с центральной частотой сигнала о, т. е. имеет место 
расстройка. При этом предполагается, что расстройка 


До = 00 — 0, (7.1) 


является величиной того же порядка, что и полоса пропускания цепи. 


\ 
\ 

\ 
\ 
\ 


Составим выражение для сигнала на выхоле цепи. В случае, когда 
сигнал на входе цепи может быть представлен в форме 0(4) = 
= А(/) соѕ1%®,ѓ + 0(4) 1, выкладки значительно упрощаются при ис- 
Пра. унари аналитического сигнала [см. $ 4.9, формулы (4.83) 
(4.84) |: 


200) = А (е. (7.2) 
Спектральная плотность 2(!®} этого сигнала изображена на рис. 7.1 
жирной линией (сравнить с рис. 4.28). Так как функция 4(іо) существу- 
ет только в области положительных частот, то при определении ана- 


литического сигнала на выходе системы следует исходить из общего 
выражения 


ны (0 = = | (о) К (бо) с ао, (7.3) 
( 


В 4.9 было показано, что 4 (іо) = 2%, (іо), при о > 0, причем в 
области положительных частот 5, бо) = 2 $4 [4 (0—00) (см. фор: 
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мулу (4.11), выведенную для частного случая 9 (1) = Ө,. При исполь- 
зовании комплексной огибающей последняя включает в себя 6 (1)]. 

Следовательно, 2 (іо) = 94 [1(« —%,)]. Подставляя это выражение 
в (7.3), получаем 


= „= Е | $л [2 (®—63)] К (16) его до, (7.4) 
(1 


Перейдем теперь к новой переменной © = 0 — о. Тогда 


н 5 | $ (19) КИ (0, ЕО) е!9: 29 |е, (7.5) 


Из сопоставления этого выражения с (7.2) сразу видно, что выра- 
жение, стоящее в квадратных скобках, соответствует комплексной 
огибающей выходного колебания 


А... (0 = А(Вьыхе "вых = = | 54 (19) К (о, Е 9) | 9 29. (7.6) 


—4 


Дальнейшее упрощение анализа вытекает из свойств передаточной 
функции резонансных систем, обладающих сильно выраженной частот- 
ной избирательностью. Модуль коэффициента передачи К(іо) быстро 
убываег при удалении о от резонансной частоты. 

Целесообразно поэтому передаточную функцию выражать в виде 
функции расстройки частоты @ относительно резонансной частоты @р: 


К (іо) = КИ (9,1-9) = Ко, + Ао +9 = К, (до 49), (7.7) 


где постоянный параметр расстройки Ло = 0, — ©, 

В $5.6 показано, что в случае цепей с сильно выраженной изби- 
рательностью (колебательные цепи с высокой добротностью), переда- 
точная функция может быть «укорочена» путем отбрасывания членов, 
содержащих высшие степени малой величины (Ло + ®)/ю 

Так как при “© = — о, коэффициент передачи Кио + 9)] 
практически равен нулю, нижний предел интеграла в НА. 
(7.6) можно заменить на — оо. 

При этом выражение (7.6) принимает следующий вид: 


Аъ: (0 = = | $4 (0) К, (Ло -- 91 ео. (7.8) 


Это выражение ничем не отличается от обычного интеграла Фурье, 
определяющего оригинал по заданной спектральной плотности огибаю- 
щей $4 (12) и передаточной функции А, [До + 9)]. 

Заменив #52 на р, получим выражение в форме обратного преобра- 
зования Лапласа: 
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сео 
Аных (2) === | $ (р) К, Ао + рТе? ар. (7.9) 


г-—іоо 


Таким образом, анализ передачи узкополосного высокочастотного 
колебания через избирательную систему, по существу, сводится к ана: 
лизу изменений, претерпеваемых комплексной огибающей входного 
сигнала. После нахождения А, „х (№ и 0,,,; (1) для выходного сигнала 
(аналитического) можно написать следующее выражение: 
1 [00 вых (0)] 


ёвых (2) = Ах (де (7.10) 
откуда 


аа (= Ам, (6) соѕ [0 +0, (1. (7.11) 


Вычисления, связанные с определением А,,,, (2) по формуле (7.9), 
значительно проще, чем при непосредственном определении авы, (0 
с помощью обратного преобразования Лапласа, так как переход от 
$, (®) к 54(9) и отК(р) к К,(іДо + р) сокращает число особых точек 
подынтегральной функции. Это положение будет пояснено в $ 7.5—7.6. 


7.3. УПРОЩЕНИЕ МЕТОДА ИНТЕГРАЛА НАЛОЖЕНИЯ 


Упрошение спектрального метода достигается «укорочением» пере. 
даточной функции избирательной цепи (ѓо). 

Аналогичное упрощение метода интеграла наложения может быть 
достигнуто «укорочением» импульсной характеристики &(#), тесно 
связанной с передаточной функцией (10). 

Основываясь на общем выражении (5.18) 


б (2) = ЕА | К (10) е‘ до 
2к | 


и переходя к аналитическому сигналу г, (ё), соответствующему физи- 
ческой функции 4(2), можем написать (см. $ 4.9) 


2, (0 =25 | као) ег“! до). (7.12) 
0 


Как и в предыдущем параграфе, заменим переменную интегрирования 
(0 = (0 0 + с 
Тогда, а учетом формулы (7.7) 


2,00) = = | 2к, (Ло + О) е/®! ы ей, (7.13) 
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С другой стороны, представив искомую импульсную характеристику 
в форме 
2 (1) =0(0 со5 [9,1-7 (1), (7.14) 
имеем: 
2 (= (0) ее бе" е =6(0е“". (7.15) 


Из сравнения выражений (7.13) и (7.15) непосредственно вытекает 
равенство, определяющее комплексную огибающую импульсной харак- 
теристики 8(0: 


б(0=б(емо =2- | К, (Ло 9) ею. (7.16) 


Как будет видно из приводимых ниже примеров, применение этого 
выражения упрощает вычисление импульсной характеристики 2(2). 
Обращаясь теперь к выражению (7.8) и применяя правило (2.64), 
мы можем определить Аны, (8) в виде свертки двух функций времени, 
соответствующих спектральным функциям $4 (10) и А, [Ао -- 9)]. 
Первой из этих спектральных функций соответствует А(0), а вто- 


рой, как это следует из (7.16), — функция 5 6(9. 
Следовательно, 


я... = —- Ах ба—хах= 


8 


А(х)6(#— х) еб 1 д (7.17) 


З 


«|= 
8—8 


и, наконец, 


ви! | А(х) С (х) 900-9070) 4х1 = 


—— о0о 


1 
Ч вых (2) = 88 


оо 


\ А (х) (1 —х) соз [0,2 --0 (д-р (4 — ах. (7.18) 


| 
2 


Это выражение является общим, пригодным для любых избирательных 
цепей и любых узкополосных сигналов. В тех случаях, когда свобод- 
ные колебания характеризуются постоянной частотой заполнения, 
как, например, в одиночном контуре, ү(/) вырождается в постоянную 
фазу и выражение (7.18) существенно упрощается. То же самое отно- 
сится и к случаю сигналов с немодулированной частотой заполнения, 
когда 0(/) обращается в постоянную величину. , 

Метод интеграла наложения более эффективен в тех случаях, когда 
временные характеристики сигналов или цепей (или тех и других) 
оказываются более простыми, нежели спектральные. 
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Такое положение имеет место, в частности, при некоторых частотно- 
модулированных сигналах. 

Применение метода интеграла наложения к избирательным систе- 
мам иллюстрируется ниже рядом примеров. 


7.4. УСТАНОВЛЕНИЕ РЕЖИМА В РЕЗОНАНСНОМ УСИЛИТЕЛЕ 
ПРИ ВКЛЮЧЕНИИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ Э.Д.С. 


Пусть в момент # == 0 на сетку лампы усилителя, схематически 
показанного на рис. 5.22, а, включается гармоническая э. д. с. 
ё, = Е, соѕ (0,4 + 03). В качестве выходной в:личипы примем на- 
пряжение на колебательном контуре. Выведем сначала точное выраже- 
ние для выходного напряжения. 

Основываясь на общей формуле (5.65) и подставляя в нее а, по 
формуле (5.63), приведем передаточную функцию усилителя к виду 


А К іа 
К (ію) = 0 2, (7.19) 
0. 2: Я " 
З. В “Ро, (іо)? + Зо + оѓ’ 
«р 0 
где обозначено: К, — коэффициент усиления при резонансной часто: 
о 

р 1 
те; а = з0- =-- --Затухание, т — постоянная времени контура. 
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Таким образом, 


РОИ С 7ЕЛЕННИ ТИШЕ 
К(р) = — а та (7.20) 


Изображение (по Лапласу) для колебания Е, соѕ (оі + Ө,) имеет 
следующий вид: 


М2 5 10, Ес Ес = #8, | 
Е(р) е ет ел те РЕА (7.21) 


Напряжение на выходе усилителя [формула (6.4) 


24 Ею 


1 ре?! ар 
= — 20, 19, ОАО отстали сани о 
и (1) 2 КЁ, 2“ ол; | (р— (0%) [0+ 29р -- ө] ыы 
С ——1со 
с4- [оо 
ре?! ар 


А (04 іо) о? + 2ар + 02] 


сі 


че, А. (7.22 
2 294 -22) 


Вычислив вычеты в четырех полюсах, после весьма громоздких вы- 
клалок получим следующее окончательное выражение: 


и = —0,, (ее (002 00—Ф) —е—'/* |с (0. — Ф) с0$ о,.1— 


о? | 
-( іп (0, 0ч 2 соз (0,— 2) |; (7.23) 


(00 Фсв ов 
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Здесь @,} = | — а? — частота свободных колебаний, а ф = 
== агсіе(оо — @,) т — фазовый сдвиг (в стационарном режиме). 
Первое слагаемое в (7.23) определяет стационарное, а второе — 


свободное колебание. 
Воспользуемся теперь приближенным выражением (7.9). 


Передаточную функцию определим по формуле (5.65), в которой 
под величиной аз В данном случае в соответствии с выражением 


(5.68) подразумеваем 
0 0р) д =. 2 О Ана 


а 


ВВ р г 3, 
Таким образом, 
К, (ло + 9) = — Е (7.24) 
И 
Т ИИНЮИВИЕ.. НЕШНИО (7.25) 
1+ (Ао рт 


Составим теперь «укороченное» выражение для $4(р). В данном 
случае, при немодулированном высокочастотном заполнении огибаю- 
щая 4(/) является вещественной функцией и имеет вид скачка Е... 
о. плотность этой о 


$ (152) = = 


С учетом начальной фазы колебания Ө,, спектральную плотность 
комплексной огибающей А(1) можно представить в форме 


5,000) = е 2, 
а ее изображение по Лапласу 
бл (рев 28, (7.26) 


Подставив формулы (7.25) и (7.26) в (7.9), определим комплексную 
огибающую на выходе усилителя 


с (о 
Авых (1) = 2 | $4 (р) А: (Ао + р] е7' ар = 
5 их 0га 
са Е И. 
= — Кобе 7 В] р[1+ (Ао р) ті Не 
Подынтегральная функция имеет всего лишь два полюса 
р: == 0; р» == — 1+40т кн ‘Дот Т (7.28) 


т 
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Вычеты в этих полюсах 


рі 
"ПР РАННЕ „ИРИ р ВИ (7.29) 
1+ Лот 27р |р=р, 1 Дот 
Ра 
геѕ, = ее о еее (7.30) 
1 (Лот -Н2тр |р== р, 1-- Лот 


Таким образом, сумма вычетов 


= Сеним) 1—е''" Ло! іл Лог 
— —е -- © 
гез: 4 геѕ, == 8 (соѕ Ло Е ) = 
1 Дот УГ + Ао? теѓ 
гих А" — 21/1 
> 2е соѕ А0 4-е е: 1502—41, (7.31) 
У 1+40° т | 
где 
ф == агсіє Лот (7.32) 
есть фазовый сдвиг напряжения на контуре относительно ВХОДНОЙ 
э. д. с. в стационарном режиме, а 


4 е 1/7 т Лог 
БКда е 1/7 сок Лог. (7.88) 


Итак, комплексная огибающая выходного напряжения 


КЕ ИЕН 

А, (1) = и И 1—92е— 17" соѕ До е 2'/7.е +6, —9], 

УТ -- Ао? т? 
(7.34) 
а мгновенное значение этого напряжения 
| Ко Е ель 
п) == ПЕНЫ. ==. ТШ р 1—9е— 177 с0$ Ло е 217% х 
У!- Ао? т? 

Х 503 [001 4- &—Ф-Е(0]- (7.35) 


Для сравнения полученного результата с точным выражением 
(7.23) приведем /(/) к виду суммы двух колебаний — вынужденного и 
свободного. С этой целью вернемся к выражениям (7.27)—(7.34) и со- 
ставим выражение для аналитического сигнала, соответствующего 
напряжению (2): 

ЕТ А}: 


2, (1) = Авых (реч = К, Е, 1+ Лот 8 а 
е‘ («о 1+0.) е і/т е‘ [оо До) 4+0 : 
РЕ АЕ, н (7.36) 
1- Лот 


После приведения к тригонометрической форме с учетом соотно: 
шения (7.32) и (7.2), а также равенства о, — До = @,, получим 
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Ко Е 
——®_ [с03 (1+6, —ф)—е- 1/1 соз (о, +в —9)]. (7.37) 
У1-Е Ао? 
При =. «1 выражения (7.23) и (7.37) практически совпадают. 
р 
Рассмотрим важные для практики следствия, вытекающие из выра- 
жения (7.35). Остановимся сначала на случае точной настройки кон- 


тура на частоту возбуждающей э. д. с. Приравнивая ®, к частоте вв, 
получим До = 0. Тогда выражение (7.35) упрощается: 


и( = — К.Б, (1 —е-“/*) соѕ (в, + 6%). (7.38) 


и (1 = — 


А/К, 


> 
0 05 10 15 20 25 30 35 40 
Рис. 7.? 


Из этого выражения видно, что при совпадении частот Фо и @,, 
огибающая амплитуд выходного колебания нарастает по’ закону 
1—е-'/т независимо от фазы э. д. с. в момент включения. 

Соответствующая этому случаю кривая, вычисленная по формуле 


Азых (2 == | —е— т, (7.39) 
Ко Бо 


построена на рис. 7.2. 
На этом же рисунке приведены графики функции 


Авых (1) > 1 


= ү 1— 9е—//* соѕ оі + е 2077, (7.40) 

Ко Ес У!-- Ао? т? 
вычисленные для двух значений параметра расстройки Лот, равного 
1 и 2. 

Из рис. 7.2 видно, что при значительных расстройках процесс уста- 
новления огибающей принимает колебательный характер. Это объяс- 
няется биением двух колебаний: частоты ®, и частоты ®.„, которая 
при сделанном выше допущении о высокой добротности конгура очень 
мало отличается от резонансной частоты фу. 
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На рис. 7.3 приведены графики нормированной огибающей, т. е. 

функции Азых (0 УТ- Ао?т2, Как видно, с увеличением расстройки 
ос 

крутизна фронта огибающей растет и общая продолжительность про» 


цесса установления несколько сокращается. 
Графики функции & (0), т. е. переменной части Ө... (2), приведены 
на рис. 7.4. 


А 
Вых (да ге га 


КЕ; 


10 


Рис. 7.3 Рис. 7.4 


7.5. ПРОХОЖДЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСА С НЕМОДУЛИРОВАННЫМ 
ВЫСОКОЧАСТОТНЫМ ЗАПОЛНЕНИЕМ ЧЕРЕЗ РЕЗОНАНСНЫЙ 
УСИЛИТЕЛЬ 


Используем результаты предыдущего параграфа для определения 
формы и параметров сигнала на выходе одноконтурного усилителя при 
прямоугольной форме огибающей импульса на входе. Схема усилителя 
представлена на рис. 5.22, а. 

Сигнал на входе, определяемый выражением 


Е, с0$ (в, 8-0) при 0</<Т, 


а (1) = 
0 при {< Ои #>Т, 


(7.41) 


изображен на рис. 7.5, а. 

Как ив $ 6.4, задача может быть решена независимым рассмотре- 
нием явлений на фронте и спаде импульса с последующей суперпози- 
цией полученных решений. 

Если длительность импульса Т больше, чем фактическое время 
установления режима в контуре при включении гармонической э. д. с., 
то к моменту окончания входного импульса на выходе усилителя ам- 
плитуда колебания равна стационарному значению 


Кос 


Дъ. стай = == СОЯ, 
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Начиная с момента # = Т, после прекращения действия внешней 
э. д. с., остается одно лишь свободное колебание, которое может быть 


представлено в форме 
аъш () = Авых. стац@—*/7 ©0$ (®в 4 Фо) == 
Ко Ес 
ДЕЧИ 


о 
— 


е 4/7 соз (044 Ф) при Ге. (7.42) 


а(:) АЈ Е, 


є 
е1 — 


у 8, 


кос (7-е 
@вых [2] 


тт 
} = х - 
7 Ч у кс ё 
Б И || 

т 

‹ № 

| | | 1724 "й 
| 
ЕЗ 
| к / 
| ка 
| И 

6) =. 


Рис. 7.5 


Здесь через Ф, обозначена фаза напряжения на контуре в момент 
= Т, и Фр А0, 1см. $ 7.41. 

Таким образом, в отличие от фронта на спаде импульса огибающая 
амплитуд имеет вид экспоненты независимо от соотношения частот 
@о И Фр. Форма сигнала на выходе усилителя при Лот = Ои Лот = 2 
представлена на рис. 7.5, б и в. Это построение сделано для случая, 
когда длительность импульса значительно больше, чем время уста- 


новления. 
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7.8. ПРОХОЖДЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСА 
ЧЕРЕЗ ДВУХКОНТУРНУЮ СВЯЗАННУЮ СИСТЕМУ 


Параметры импульса такие же, как и в предыдущем параграфе, 
т. е. огибающая прямоугольна, частота заполнения немодулированна 
и равна ®.. Амплитуда импульса приравнена 1 в, а 0, = 0 

В качестве двухконтурной избирательной системы рассматривается 
полосовой усилитель, схематически изображенный на рис. 5.27. Кон- 
туры идентичны, резонансные частоты контуров ® = @р = ®@} = 
= ®.. Таким образом, в данном случае Ао = 0. 

Передаточная функция такого усилителя в соответствии с выра- 
жением (5.81) 


К) = ————— (7.43) 
1+ а 2? 92] [а - 0) - 22 02] 
где 
М№ = 524, РО; 
О = 0—0; = 25. а= т 
р 


Смысл и определение остальных величин, входящих в выражение 
(7.43), указаны в $ 5.8. 
Заменяя {5 на р, получаем 


іМ 
К, (р) ГЕИ Га 
14 рт)° А? 0°] 

Обратимся к определению сигнала на выходе системы. Как и в пре- 
дыдущем параграфе, сначала рассмотрим явления на фронте импульса. 
При этом задача сводится к включению гармонической э. д. с. в момент 
і == 0. Подставив в общее выражение (7.9) спектральную плотность 
8л(р) по формуле (7.26) и коэффициент передачи К\(р) по формуле 
(7.44), получим 


д д= (а 
вых (0 2 и Р 10 9+ 01+-1)] 


(7.44) 


Полюсы подынтегральной функции 


ръ=0; раа —— (1-50) 


Определяя вычеты по формуле (6.10), получаем следующее оконча- 
тельное выражение для комплексной огибающей выходного сигнала 
(угол Ө, принят равным нулю) 


№ 


Р: ИНКИ (2) 1402 
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| —е—'/* Е УП (29 = )+сох (29 =] Еб. (7.49) 


В частном случае «критической связи» (20 = 1) получаем 
м 5 гу] 5 , 
Р. ТМА п 1—74 (зіп 2--соз —-)|е і. (7.45) 


Множитель е/”/? учитывает сдвиг фазы выходного напряжения 
на 90° относительно входного сигнала. 

График Ма, для А0 = 1 изображен на рис. 7.6 (участок 
от і = 0 до ѓ = 7). 

Рассмотрим теперь явления в цепи в конце импульса, начиная с мо- 
мента # = Т, где Т — длительность 
импульса. Ясно, что после прекра- 24 
щения действия внешней силы в неа, 
системе может существовать толь- ‘ 
ко свободное колебание. Структура 
этого колебания легко может быть у; 
выявлена, если прекращение им- 
пульса рассматривать как резуль- 
тат включения в момент Ё=Т 


новой э. л. с., компенсирующей 0 10 20 30 +0 50 60 10—46 
э. д. с. сигнала. Для этой компен- 
сирующей э. д. с. решение имеет Рис. 7.6 


такой же вид, каки (7.45), но от- 
личается только знаком, который должен быть обратным знаку 
правой части выражения (7.45), и сдвигом начала отсчета времени из 
нуля в точку # = 7. 

Так как к моменту Ё = Т затухающую часть выражения (7.45) 
можно считать равной нулю, то комплексная огибающая результи- 
рующего сигнала на выходе для {> Т должна иметь вид 


= и Е —) | 

Аных (2) 02 < 6 5“? (#9 = + 
1—Т іту? 

+ соѕ (^9 аы | а", 47.46) 


1 Авых (0) | 


МӘ для РО = Г изо- 


Построенный по этой формуле график 


бражен на рис. 7.6 (участок ѓ > Т). 
7.7. ПЕРЕДАЧА РАДИОСИГНАЛОВ 
С НЕПРЕРЫВНОЙ АМПЛИТУДНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ 


На вход олноконтурного усилителя, изображенного на рис. 5.29, а, 
в момент { = 0 включена э. д. с. 


а (1) = Ес |1 + М соѕ (07 + ү) соѕ (0,/ -- 0,). (7.47) 
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Найдем структуру напряжения на выходе усилителя как в пропессе 
установления, так и в стационарном режиме. 

В данном случае целесообразно применить метод интеграла нало- 
жения [выражение (7.17) 1. В соответствии с (7.47) комплексная 


огибающая колебания а(1) 
А, (0 =Е И-М соз (91 + у) | ег. (7.48) 
Найдем комплексную огибающую импульсной характеристики 
схемы, представленной на рис. 5.22, а. 
Соглаено формуле (7.16) 
с-- іоо 
0 (0) =2 — | К: (Ао - р|е?! ар. (7.49) 
с1оо 


Подставляя в это выражение передаточную функцию пе формуле 
(7.25), получаем 


е-- іоо 
= 1 еР! йр 
(= 25 т | [-- (АФ-- рут ' 
с— іоо 
Вычет в полюсе р = МЫ ы равен [см. вывод формулы (7.30)] 
т 
— (+ до) 
геѕ = + 
т 
И 
б (2) = __ 2Ко е—'/те— Лог, (7.50) 
ія 


Полезно отметить, что аналитический сигнал, соответствующий 
импульсной характеристике р (/), имеет вид 


2, (0) = 0 (0) ео 1. Корк ей (аЛа) — 
т 


— 2%. 


== 


е— '/т еѓор! 
(поскольку о Ао = 0р), а сама импульсная характеристика 


200) = Кег, (0) = — 24 е—:/%с050,/. (7.51) 


Дальнейший анализ проведем для наиболее интересного случая 
точной настройки усилителя на несущую частоту модулированного 


колебания (0, = 9 А®р== 0). 
При этом выражение (7.50) упрощается и 
6 (0) = ——“ е- ‘ит, (7.52) 
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Обращаясь к выражению (7.17) и подставляя в него формулы (7.48} 
и (7.52), а также учитывая, что в данном случае 
0(0 = 0, = сопѕї, у(В = ү, = сопѕі, получаем 
і 
А00 = — Е, 29е {1 + М соз (Ох + ие-и-—9/т 4х. (7.53) 
0 


Пределы интегрирования приведены в соответствие с началом дей: 
ствия внешней силы (і = 0) и свойством импульсной характеристики 
(равенство нулю при #{ — х < 0). 

Вычисление несложного интеграла в (7.53) приводит к следующему 
выражению для комплексной огибающей выходного напряжения: 


Авых (1) = —КоЁо | А с0$ (О уо — 0) — 
а 1 92 т 
— е-—!/* | е5 НИМЕ. НЕЕ" (уо — Ёо) ег, (7.54) 
И Г- 9? т? 
где оз аге От == ага, „. (7.55) 


Таким образом, мгновенное значение выходного напряжения 


а (0 =—К Е, | ИИ ИТТЕ ИВ 
УТГ- 92 12 


—е—!/т | -- с о созбои 4 0,). (7.56) 


а 
И 1-9? 7° 

Сопоставим полученное выражение с (7.47). Как и следовало ожи- 
дать, частота и фаза амплитудно-модулированного колебания с высоко- 
частотным заполнением при прохождении через резонансный усили- 
тель (при ®. = 0.) не изменяются. 

Инерционность’ колебательной системы оказывает влияние на ско- 
рость изменения во времени огибающей колебания. Этот фактор прояв: 
ляется как в переходном, так и в стационарном режиме. 

В переходном режиме инерционность системы приводит к тому, 
что при любом значении огибающей входной э. д. с. в момент включения 
(т. е. при любом значении начальной фазы ү,) огибающая на выходе 
начинается с нулевого значения. По отношению к огибающей рассмат- 
риваемая система ведет себя так же, как апериодическая система с по- 
стоянной времени т по отношению к низкочастотному напряжению 
с частотой ®. 

В стационарном режиме (при #» т) выходное колебание имеет 
следующий вид: 


вых, ст (= — Ко Бо | ей соз (621 и] соѕ (0,4 + 0%). 
И 9 т (7.57) 
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Огибающая этого колебания отличается от огибающей входного 
колебания тем, что: 
1) глубина модуляции на выходе, равная 


М М 


“утро угра бла) 


меньше, чем на входе; относительное уменьшение глубины модуляции 
М 1 1 
р В (7.58/) 
/ 29 2 
ү 1 +- і Омь) 
р } 


График зависимости Р от частоты модуляции ©, представленный на 
рис. 7.7, соответствует правой вет- 


р р 
а ви резонансной кривой колебатель- 
ного контура. 
2) Огибающая амплитуд на вы- 
ходе отстает по фазе от огибающей 
05 входного колебания на угол 
20 
| НЫЕ Е = агсів а, нь = агс4е Е Ов. 
І 1 4 42 
г ‚м а а (7.59) 
Рис. 77 Результаты, приведенные выше 


| для стационарного режима тональ- 

ной модуляции, легко получить также из рассмотрения прохождения 

отдельных спектральных составляющих модулированного колебания. 
Записав выражение (7.47) в форме 


а (1) = Езсо$ (0, +0) + Ба соѕ [00 -- 2) 1 4-9,--%1-- 


4- 921 соз (оу 9) + 6—9 (7.60) 


нетрудно составить аналогичное выражение и для напряжения на 
выходе усилителя. 

Учитывая, что передаточная функция усилителя для частот оо, 
оо -- Ә и Ф — 9 равна соответственно [см. формулу (7.95) ] 


К (оу) = Ку (0) = —Кь» 


К, К, 


ое реа, 
[1 (00 Я 1(12) 1005 6 
. е Қ, К 
Кі (о )) вм 1-— АЖ ү 02 Ем , 


248 


можем написать 
| М 
а, ‚(= —К,Е, [соз (өо Е 9) 5-Х 


Х — ——— с05 (о Е 9) +0047 
Ит ое 

уе —\ 66 (5—9) +0, +7 + ы). 
2 Ут 92 


Свернув это выражение, придем к выражению (7.57). 


Рис. 7.8 


Смысл этого результата поясняется рис. 7.8, а, на котором пока- 
зано положение спектра входного колебания относительно резонансе 
ной характеристики колебательного контура. Чем выше частота моду- 
ляции ©, тем сильнее относительное ослабление амплитуд колебаний 
боковых частот и, следовательно, меньше глубина модуляции колеба- 
НИЯ, 

Полученные из рассмотрения тональной модуляции результаты 
позволяют представить общую картину явлений по передаче через кон- 
тур колебаний, модулированных по амплитуде сложным сос б- 
щением. Входящим в такое сообщение различным частотам © 
соответствует неодинаковое ослабление; чем выше частота, тем силь- 
нее выражена демодуляция. Так как при приеме колебаний напряже- 
ние на выходе летекторэ приемника пропорционально коэффициенту 
модуляции, получается относительное ослабление верхних частот 
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сообщения. Таким образом, зависимость 2(9%) определяет степень ли- 
лейных частотных искажений передаваемого сообщения. 

Имеег место также и задержка сообщения. Это объясняется тем, что 
фазовый сдвиг огибающей (при тональной модуляции) зависит от 
частоты. Колебательный контур оказывает на сообщение, содержа- 
щееся в огибающей, такое же влияние, что и фильтр нижних частот 
при пропускании непосредственно через него сообщения. 

Величина задержки определяется наклоном фазовой характе- 
ристики 


| 29 
а ( агсід г Сазе 


4ф \ | 20 экв 
= = = Ша В 
а9 29 А + ( — Фа) Фр 
р 


«59 Ш +2 ш 


Рис. 7.9 Рис. 7.10 


Обычно задержку определяют по наклону фазовой характеристики 
в точке 6 = 0, 

Тогда 

к = 20онв т, (7.62) 
д 

Итак, задержка сообщения в одиночном контуре, полоса прозрач- 
ности которого достаточна для удовлетворительного пропускания 
спектра сообщения, равна постоянной времени контура. 

Рассмотрим теперь случай неточной настройки контура на несущую 
частоту модулированного колебания. Расположение спектра входного 
колебания относительно резонансной кривой контура для этого слу- 
чая иллюстрируется рис. 7.8,6. Несовпадение частот ®@, и Фр при- 
водит к асимметрии боковых частот на выходе усилителя. Возникно- 
вение асимметрии поясняется векторной диаграммой выходных на- 
пряжений, представленной на рис. 7.9. 

На этой диаграмме вектор ОР изображает несущее колебание, фаза 
которого запаздываег относительно фазы входной э. д. в. (принятой 


250 


равной нулю) на угол Ө, (так как рис. 7.8, б соответствует положи- 
тельной расстройке Ло = о, — ®, >> 0). Амплитуда колебания 
верхней боковой частоты (вектор рё) в данном случае значительно 
меньше, чем амплитуда колебания нижней боковой частоты (век- 
тор 2С.). Длина равнодействующего вектора ОР, изображающего 
результирующее колебание, изменяется по сложному закону, не сов- 
падающему с синусоидальным законом изменения огибающей э. д. с. 

Следует иметь в виду, что для восстановления передаваемого со- 
общения на выходе радиолинии, работающей с амплитудной модуля- 
цией, применяется амплитудный детектор, представляющий собой 
нелинейное устройство. Напряжение на выходе детектора пропор- 
ционально огибающей модулированного колебания. Из этого следует, 


Рис. 7.11 


что нарушение симметрии амплитуд и фаз колебаний боковых частот 
при неточной настройке контура на несущую частоту ю. приводит 
к нелинейным искажениям передаваемых сообщений. Эти искажения 
проявляются в возникновении новых частот, кратных частоте © по- 
лезной модуляции. 

Кроме искажения формы огибающей амплитуд, возникает также 
псевдо-фазовая модуляция колебания, так как при вращении векторов 
ОС, и ОС, (рис. 7.9) непрерывно изменяется фаза Ө вектора ОР отно- 
сительно фазы несущего колебания э. д. с. (принятой в качестве исход- 
ной). В некоторых случаях это может привести к добавочным искаже- 
ниям сигнала. 

Полученные выше результаты нетрудно распространить на любую 
колебательную систему, например на связанные контуры. Если ре- 
зонансная кривая такой системы симметрична относительно несущей 
частоты ® о, то правая ветвь этой кривой может рассматриваться как 
характеристика коэффициента О (см. рис. 7.7). 

Остановимся на некоторых особенностях прохождения модули- 
рованных колебаний через двухконтурную систему при сильной связи 
контуров. Если коэффициент связи А >> А, где ё, — «критическая» 
связь, и на вход системы подается э. д. с., промодулированная на 100%, 
то при частотах модуляции ©, соответствующих подъемам резонанс- 
ной кривой (®1 и @ на рис. 7.10), будет «перемодуляция». Это объяс- 
няется тем, что амплитуды колебаний боковых частот на выходе 
системы превысят 50% от амплитуды несущего колебания. Форма вы- 
ходного колебания при перемодуляции показана на рис. 7.11. В точках 
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перех ода огибающей амплитуд через нуль фаза колебания изменяется 
на л. При неточной настройке контуров, т. е. когда ор == @,, как и 
в случае одиночного контура, возникают искажения из-за асимметрии 


резонансной кривой 


7.8. ПЕРЕДАЧА ФАЗО-МАНИПУЛИРОВАННОГО СИГНАЛА 


Наряду с амплитудной модуляцией — непрерывной или импульс- 
ной — в радиотехнике находит применение фазовая манипу- 
ляция, заключающаяся в скачкообразном изменении фазы высоко» 
частотного колебания на 180° в определенные моменты времени. Ампли- 
туда и частота колебания поддерживаются при этом неизменными. 
Временная диаграмма фазо-мани- 
пулированного колебания изобра- 
жена на рис. 7.12, а, а измене- 
ние фазы — на рис. 7.12, 6. На 
последнем рисунке фазы 0 ил че- 
редуются периодически; при пере- 
даче реальных сигналов закон че- 
редования может быть более слож- 
ным. 

Рассмотрим явления в резо- 
нансных системах, возникающие 
в моменты скачкообразного изме- 
нения фазы входного сигнала. При 
этом мы будем считать, что «такто- 
вые интервалы» Т, между двумя соседними скачками фазы намного 
больше длительности возникающих в цепи переходных процессов, 
так что рассмотрение каждого из скачков изолированно от предыду- 
щих вполне допустимо. 

Для выявления принципиальной стороны вопроса ограничимся 
простейшим случаем — передачи фазо-манипулированного сигнала 
через одиночный колебательный контур, настроенный на частоту сиг- 
нала Ф. 

Совместим начало отсчета времени с моментом скачка, как это по- 
казано на рис. 7.12. Тогда для {>> 0 выходной сигнал на основании 
принципа суперпозиции можно представить в виде суммы: 

а) свободного колебания, существующего после прекращения дей- 
ствия старого сигнала, и б) нарастающего колебания, обусловленно- 
го действием нового сигнала при / >> 0, с фазой заполнения, на 180 
отличающейся от фазы предыдущего сигнала. 

Пренебрегая различием между собственной частотой контура 
©. И резонансной частотой ®„, мы можем для двух упомянутых коле- 
баний написать следующие выражения: 


Рис. 7.12 


а, (1) = Але“ соз «р Ё, 
а, (1) = — 4, (1—е—“) соз ор 
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Знак минус в правой части второго выражения учитывает опроки- 


дывание фазы на 180. 
Результирующий сигнал на выходе вистемы 


Звых (0) = а, (0) аз (0) =(— А+ дуе + 4,е—& ) соѕ р == 
= — А,(1—2е—9) соѕ о, Ё. 


Диаграмма выходного сигнала изображена на рие. 7.13. Из-за 
инерционности контура скачок фазы входного сигнала приводит 
к изменению амплитуды выходного сигнала. В момент времени 
#3 == 0,693/а, при котором е—“ == Ш» огибающая обращается 


Рис. 7.18 


в пуль. Чем меньше с (или чем больше добротность контура), тем 
больше /,, т. е. тем протяженнее процесс установления колебания 
с новой фазой. 

В более сложных колебательных системах, а также при наличии 
расстройки между частотами ои «о, картина несколько усложняется: 
помимо возникновения паразитного изменения огибающей, нарушается 
и характер изменения фазы. Вместо скачкообразного изменения полу- 
чается плавный переход фазы от прежнего значения к новому. Способ 
определения структуры выходного сигнала остается прежним, только 
а (8) и а>(1) в выражении для $, ых (2) будут представлять собой колеба- 
ния с несовпадающими частотами. Вычислив модуль и аргумент сум- 
марного колебания, нетрудно найти огибающую и фазу выходного 
сигнала. 


79. ПЕРЕДАЧА ЧАСТОТНО-МАНИПУЛИРОВАННОГО 
СИГНАЛА 


Пусть сигнал на входе избирательной системы имеет вид колеба- 
ния, изображенного на рис. 7.14, а. В некоторые моменты времени 
частота скачком изменяется от 1 до ®. или от в. до в. при постоянной 
амплитуде и непрерывной фазе в моменты скачков частоты, Последнее 
допушение продиктовано желанием выяснить в чистом виде влияние 
на параметры выходного сигнала одной лишь манипуляции частоты 
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без наложения манипуляции фазы (рассмотренной в предыдущем пара- 
графе). 
Совместим начало отсчета времени с моментом изменения частоты 
от @, до о, (рис. 7.14, 6) и положим, как ив $ 7.8, что к моменту & = 0 
все процессы, связанные с предыдущим скачком частоты, уже закон: 
чены. Таким образом, при ѓ < 0 выходной сигнал представляет собой 
синусоидальное колебание с частотой о; и постоянной амплитудой А о. 

На первый взгляд может показаться, что изменение скачком одной 
лишь частоты входного сигнала при постоянстве амплитуды и отсут- 
ствии скачка фазы не должно сопровождаться переходными процес- 
сами. В действительности это 
не так, поскольку в системах, 
запасающих энергию, переход 
от одной частоты к другой не- 
избежно связан с изменением 
запаса энергии. 


вых (0) 


ГАА 


Рис. 7.14 Рис. 7.15 


Основная идея, на которой базируется дальнейшее рассмотрение, 
заключается в том, что мгновенное изменение частоты внешней э. д. с. 
эквивалентно выключению старой э. д. с. с частотой ® и включению 
в тот же момент новой э. д. с. с частотой @.. Аналогичный прием был 
использован в $ 7.8 для скачка фазы входного сигнала, однако в дан- 
ном случае дело несколько осложняется несовпадением частот различ: 
ных слагаемых. 

Итак, ВЕРНЕЕ колебание на выходе линейной системы 
при ѓ>> 


> М (1) = ау (1) + а» (1), 


где а1(Р) — свободное колебание, связанное є выключением в момент 
Ё = 0 «старой» э. д. с. (частоты о;); а,(ѓ) — нарастающее колебание, 
обусловленное включением «новой» э. д. с. (частоты >). 

Рассмотрим случай одиночного колебательного контура при 
Съеме выходного напряжения с емкости (рис. 7.15). Резонансную 
частоту контура о} приравняем частоте ®., а скачок частоты 2А® 
(см. рис. 7.14, 6) будем считать симметричным относительно ® о: 


6; = 00 До == 0, Ао, 


в, = 9 До = о, + До. 
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Тогда при обозначениях, принятых в $ 7.4, и в соответствии со вторым 
слагаемым в выражении (7.37), при замене постоянного коэффициен- 
та — К,Е. на О, можно свободное колебание представить следующим 


Образом: 


а, ()=-—® ета, 4+0, — $). (1.63) 
иі Ло? т? 

Заметим, что свободное колебание здесь взято со знаком плюс, 
поскольку речь идет не о включении новой, а о прекращении действия 
старой э. д. с. Косинус заменен на синус ввиду съема напряжения 
с емкости, входящей в последовательный контур. Кроме того, следует 
иметь в виду, что для частоты @;, которая ниже резонансной 
часготы контура, ток в контуре опережает по фазе э. д. с. и угол $; 
является отрицательным, т. е. 


Ф == агсір ( — Лот) = — агсіс Аот. 


Таким образом, обозначив агсісЛ от == Фф, получим 


а ({) а ШИНЧЕ Т (044 0+ Ф) = 
УТ Ло? т? 
ЛЕНЕ. НЫ е !/7 [соѕ Ф ѕіп (01 -- 0,) + ѕіп ф соѕ (о, 0,)]. (7.64) 

И! -+ Ао? т? 

Для определения а2(2) можно воспользоваться полным выражением 
типа (7.37), в котором постоянный коэффициент КЁ должен быть 
заменен на ©, частота о, — на частоту новой в. д. с., т. е. на Ф, ко- 
синусы должны быть заменены на синусы, а угол Ф, как и в (7.64), 
следует определять выражением ф == агсір Дот. 

Итак, 


0 ; 
ПАВ. ГИСИ ВЕ е ГА я Ет 
а, (2) == [ѕіп (052+ 0, —ф) —е— "т зіп (о, Е Ө,— Ф)]. 


После подстановки @; = ®› + Ао это выражение приводится 
к виду 


а ()=- 9 (соѕ (Ао? — ф) зіп (0,2-9) + 


у1+ Ао? т2 
+ зїп (Дог — ф) соѕ (ор 2 -- 0) —е— (77 [соѕ ф ѕіп (о, - 0) — 
— $11 ф соѕ (0,4-4 0,)]}. (7.65) 


Просуммируем выражения (7.64) и (7.65): 


бвых (2) Ке МЕЕ РЖИ {соѕ (До — ф)ѕіп (ор і +. 9.) 4- 


И 1- Ао? т? 
+ [51 (Д0 — ф) + 2е—/т $1 $] соѕ (в, #-[- 64)} = 
= А (Р) ѕіп [ө + 0,-- Е (1. (7.66) 
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Огибающая А (1!) и переменная часть фазы #(#) выходного сигна- 
ла определяются выражениями 


А( = ат у ГЕ 46777 эт ф зіп (Лоф) 4е— 2:7 ѕіп? Ф, (7.67) 
1-- До 272 
* == — {1 4 
(А) = ага -= === ар Еч ки (7.68) 


1соѕ (Аоѓ — Ф) 


Основной интерес в данном случае представляет закон измене» 
ния частоты выходного колебания 


(=, +20 р Ао (1. 


180 240 300 350 +20 


Рис. 7.16 


Выполнив дифференцирование, найдем 


1—2е= “зто с0$ (де!) 040—0 | 


Ло (2) = Ло (7.69) 


14е 9% зтф [іп (Ло? — Ф) Ре“ іп Ф] 


Здесь 4 = — 


Выражение (7.69) может быть упрошено, так как 


и числитель дроби приводится к виду 


соѕ ф 


реет ф 228 = соз(л01— Ф)— (Ав! — 9 = | —2е- % соѕ Ло. 
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Итак, окончательно относительная расстройка 


у—_ 49 0 _ 1—2е—“" соѕ Ло; 
Ао 1+ 4е—“ ѕіп ф [іп (АЕ — ф) Не“ ѕіп ям 
__оь— Аі гь 
1— 2е соѕ доѓ (7.70) 


27 4- Де А®!/ іп ф [5іп(Аоѓ — ф) Ье 2% 7° іп Ф] 


где В = (Ло/а). 


Рис. 7.17 


Графики У (Дод) для нескольких значений параметра 6 построены 


на рис. 7.16. 
Заметим, что полоса пропускания контура, определяемая по ослаб- 


лению сигнала до 1/И 2 от резонансной частоты, равна 20 = (0/0). 
Следовательно, параметр 6 есть не что иное, как отношение полного 
скачка частоты сигнала 2А о в полосе пропускания 20. 

На рис. 7.17 в качестве независимой переменной выбрана величина 
оі, соответственно чему уравнение (7.70) принимает форму 


1— 2е— & соѕ (6044) 
т 14 4е—& ѕіп Ф [їо (6001 — ф) 4-е ® ѕіп Ф] (РР 


Следует при этом иметь в виду, что ѕіп ф == ИТГ в + 52. На том же 
рис. 7.17 построена кривая Уд = 1 — е-%, соответствующая про- 
цессу установления амплитуды тока при включении в контур э. д. с. 
с частотой оо, равной резонансной частоте контура. На рис. 7.17 
масштаб для функции Үл, которая изменяется от нуля до единицы, 
нанесен справа. | 
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Из рис. 7.17 видно, что при В < 0,5, т. е. когда 20 < 0,5, процесе 


установления частоты практически не отличается от процесса уста- 
новления амплитуды при внезапном включении э. д. с. 
Заметное расхождение кривых У и У) наступает при 6 >> 0,5. 
Для полноты картины рас- 
смотрим еще вопрос об изме- 
нении амплитуды выходного 


сигнала. 
Подставив в выражение 
(7.67) 
Дот = Ре р, 
[64 
іп Фф = == 
ДЕЛЕ: 
И 
сі езе 5 
в =, 
0 120 240 360 ДЕ ° 
получим 
Рис. 7.18 
А (1) = ша Әй х 
ИЕ 
и. 4р? е" 1 И дь? е 2401/6 
х Ра (— эт а соз Ао) Ре (7.72) 
ИГ? Ст] 
Графики функции ЕР А(А 08 для некоторых значений пара- 


метра 6 приведены на рис. 7.18. Эти графики показывают, что при 
Б >> 0,5 процесс изменения частоты сопровождается значительными 
амплитудными изменениями. При ё = 1, т. е. в случае, когда девиация 
частоты достигает границ полосы пропускания контура, изменение 
амплитуды доходит до — 25% от установившегося значения. 


Ао 
Неравенство В = < 0,5 можно принять в качестве условия 


[04 
монотонного нарастания А«(1) и отсутствия значительных амплитуд- 
ных изменений. Длительность же тактового интервала Т, (периода 
манипуляции, рис. 7.14) должна быть достаточно велика по срав- 
нению с постоянной времени контура т =1/%. Как видим, последнее 
требование не отличается от случая амплитудной импульсной мо- 
дуляции. 
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7.10. ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ЧЕРЕЗ ИЗБИРАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 


В $ 7.7 было показано, что при синусоидальной модуляции ампли- 
туды передача колебания через контур, точно настроенный на несу- 
щую частоту, не сопровождается изменением формы огибающей; имеет 
место лишь ослабление глубины модуляции. 

При частотной модуляции неравномерность амплитудно-частотной 
и кривизна фазо-частотной характеристик оказывают более сложное 
влияние на параметры выходного колеба- 
ния. Даже при синусоидальной модуля- 
ции частоты спектр колебания обычно 
содержит очень большое число пар боко- 
вых частот. Нарушение нормальных ампли- 
тудных и фазовых соотношений между 
отдельными парами боковых частот приво- 
дит к искажению закона модуляции даже 
при полной симметрии характеристик це- 
пи относительно несущей частоты колеба- 
ния. 

Влияние цепи может сказаться: 

— в искажении закона изменения мгно- 
венной частоты и мгновенной фазы коле- 
бания; 

— в изменении амплитуды полезного 
частотного отклонения в зависимости от 
частоты модуляции 6 и 

— в возникновении паразитной ампли- 
тудной модуляции. Рис. 7.19 

При детектировании колебаний с 
помощью частотного детектора напря- 
жение на выходе приемника пропорционально изменению мгно- 
венной частоты колебания. Поэтому искажение закона изменения мгно- 
венной частоты в колебательных контурах передатчика и приемника 
приводит к нелинейным искажениям сигнала, проявляющимся на вы- 
ходе детектора в виде добавочных напряжений е частотами, кратными 
основной частоте модуляции ©. 

Второе из отмеченных выше изменений параметров частотно-моду- 
лированного колебания приводит к неравномерности частотной харак- 
теристики радиолинии с ЧМ и, следовательно, к частотным (линей- 
ным) искажениям сигнала. 

Рассмотрим воздействие электродвижущей силы, Частота которой 
изменяется по закону 


о (1) = ооо, с0$ 9, (7.73) 
на резонансную колебательную систему. Амплитуду э. д. с. считаем 
строго ПОСТОЯННОЙ, так что э. д. є. можно представить выражением 
(см. 5 4.4) 


е (1) = Езсо$ (о ё | тзш ОЙ 
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Комплексный коэффициент передачи цепи обозначим через 
К(о)=К (о)е‘® ®. 


Примерный вид модуля К(@) и фазы $(®) для обычной резонанс» 
ной системы изображен на рис. 7.19, а. Так как перед ф(®) выбран знак 
плюс, фазовая характеристика ф(о) обладает отрицательным наклоном 
в полосе прозрачности цепи *. Частотный спектр и график изменения 
мгновенной частоты @0(/) входной э. д. с. показаны на рис. 7.19, би є. 
Колебательные системы обычно настраиваются на среднюю частоту 
модулированного колебания, поэтому рис. 7.19 и дальнейшее рас 
смотрение относятся к случаю 


Для нахождения колебания на выходе цепи в принципе можно 
воспользоваться тем же способом, что и в случае амплитудной моду- 
ляции (см. $ 7.7). При этом необходимо учесть изменение амплитуд 
и фаз для каждой из пар боковых частот э. д. с. в соответствии с кри- 
выми К(о) и $(®). Подобный метод — вполне точный, пригоден, од- 
нако, лишь при очень малых индексах модуляции, т. е. в случае, когда 
состав спектра ЧМ колебания мало отличается от состава спектра АМ 
колебания (см. 64.6). В практике, однако, чаще всего приходится встре- 
чаться с модуляцией, характеризующейся столь большим числом со- 
ставляющих в используемой полосе частот, что применение спектраль- 
ного метода сопряжено с большими, иногда непреодолимыми трудно- 
стями вычисления. В таких случаях приходится прибегать к прибли- 
женным методам, позволяющим, хотя и не вполне точно, находить 
колебание на выходе цепи по заданному закону изменения мгновенной 
частоты э. д. с. и по заданным частотно-фазовым характеристикам цепи, 
без разложения э. д. с. в спектр. 

Эти методы, называемые методами «мгновенной частоты», основаны 
на допущении о медленности изменения частоты. Частота модуляции 
считается настолько малой, что амплитуда и фаза колебания на выходе 
цепи в каждой момент времени могут быть без большой погрешности 
определены по частотной и фазовой характеристикам цепи так же, 
как и в стационарном режиме. Таким образом, принимается, что уста- 
новление стационарных колебаний на выходе происходит почти одно- 
временно с изменением частоты на входе цепи. 

Эти предпосылки тем ближе к истине, чем больше период модуляции 
21/5 и чем меньше постоянная времени цепи т. Так как последняя 
обратно пропорциональна полосе пропускания цепи 2Л0,, то одним 
из условий применимости метода мгновенной частоты является не- 
равенство 


а, 


До, 


! Независящий от частоты фазовый сдвиг, например на 90°, как в схеме 
рис. 7.15, здесь не учитывается. 
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При одной и той же частоте © скорость изменения мгновенной час» 
тоты э. д. с. зависит от амплитуды частотного отклонения ©з, поэтому 
соблюдения только этого неравенства еще недостаточно. Должны быть 
наложены ограничения и на отношение «„/Аю.. Более подробное рас- 
смотрение * показывает, что если о,/Д о меньше единицы или близко 
к ней, то метод мгновенной частоты обеспечивает вполне достаточную 


для практики точность. 
При выполнении указанных условий напряжение на выходе цепи 


можно определить с помощью выражения 
ивых (#) = Бо Ке (е‘® ‹ К (ю)} = Бо К (о) Ке (е1 (0+ (9), 


где (2) = о, -- тзш 9: — полная фаза э. д. с. на входе цепи 
(см. $ 4.4); Ф(®) — аргумент коэффициента передачи цепи. 

Из этого выражения видно, что амплитуда выходного напряжения 
изменяется по закону 


(= Е.К в) = ЕВ (во од С05 (21), 
а мгновенная частота — по закону 
а а 
®Фвых (2) = 2+ Е 


Так как первый член в правой части этого выражения представляет 
собой мгновенную частоту входной э. д. е. (1), то величина 
а 
= 
аі 
характеризует влияние рассматриваемой системы на частоту выход: 
ВОГО колебания. При выполнении оговоренного выше условия мед- 
ленности модуляции величина Ё, как правило, мала по сравнению 
С чл. 
Итак, 


вых (2) = о (0) + 5 (2). (7.74) 


Если известно уравнение фазовой характеристики ф(«), то, под- 
ставляя вместо о в соответствии с выражением (7.73) величину 


о (= - ®, с0$ 97 
и дифференцируя по #, получаем общее выражение для & (2): 


Е ус а [Ф (© + од соѕ 91| 


кт (7.75) 


При периодической модуляции частоты & (1) также является перио: 
дической функцией времени и может быть разложена в ряд Фурье. 


Так как при настройке системы на среднее значение вынуждающей 
частоты Ф@ фазовая характеристика обычно антисимметрична относи- 


' См.: Гоноровский И. С. Радиосигналы и переходные явления в 
радиоцепях Связьиздат, 1954. 
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тельно @ з, то ряд Фурье содержит одни лишь нечетные гармоники: о, 
30, 50 ит. д. Учитывая, наконец, что при изменении частоты по за- 
кону (7.73) производная ф, т. е. 5 (1), является нечетной функцией 
времени, приходим к выводу, что ряд Фурье содержит одни лишь си: 
нусоидальные члены, т. е. 


(1) = &, ѕіп 0/4, зп 307 --..., (7.76) 


где &;, &.... и т. д. — амплитуды гармоник функции Ё(0). 
Подставляя выражение (7.76) в (7.74), получаем 


© рых (2) 2 @4- © С05 07 8, зіл О 6, ѕіп 307 -- ... во - 
+ Уо? 4. соѕ (91 — ү) -- &, эт 301 +... до 


4- ©з с0$ (1—7) + ёз мп 307, (7.77) 


Слагаемое &1 под знаком радикала отброшено как величина высшего 


порядка малости по сравнению с @д. 
Сопоставление выражений (7.77) и (7.73) позволяет сделать вывод, 
что влияние цепи на выходное колебание заключается в запаздывании 
фазы сообщения на угол ү, определяемый выражением 
61 
ү = агсів —, (7.78) 


©д 


и в возникновении нечетных гармоник в законе изменения мгновен- 
ной частоты. Как отмечалось выше, наибольшее значение имеет обычно 
последнее обстоятельство. 


Приложим полученные результаты к двум случаям: одиночному колебатель: 
ному контуру и двухконтурной связанной системе. 


1. Одиночный контур 


Подразумевая под К(іф) отношение комплексной амплитуды напряжения 
на конденсаторе к амплитуде э. д. с., включенной последовательно в контур, 
получаем 


: оС 
ЕНЕ г [1-2 (© — 60) т] ° 


Учитывая, что 


® — 000 == Од СО5 621 


и пренебрегая изменением о в числителе, так как д обычно очень мала по срав- 
нению с Фо, можем написать 


9 И НЕЕ 


ее 
(а (1 год тс059) УТ (орт соз 90 
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где 
ф= -[5+ агс (Е (од Т СО ов я 


На основании соотношения (7.75) находим 


од тіп 01 (7.79) 


аф 
Т т === А 
а 1 + 9? т? соѕ2 91 


Применяя формулу (2.24), находим 
2л 


8.=— | Е (0) зіп оі 402, 
0 


?л 
$: = | Е (1) ѕіп 301 аб! 
л 
0 


0 05 10 15 шат 
Рис. 7.20 Рис. 7.21 


Произведя интегрирование!, получим следующие окончательные формулы 
для амплитуд первой и третьей гармоник функции Ё (1): 


(1 У! +? т? ) 


2 анаа 
ве (Урат), 2 ЦЕО в) 
тт а? т? 
Здесь 
т — 1 ь 
с) 


Далее, по формуле (7 78) находим фазовый сдвиг для сообщения 


2 
у= агаа 2 аса |. (у 1- о? 2-1). (7.81) 
© төд т 


Д 


Теперь нетрудно определить коэффициент нелинейных искажений по треть- 
ей гармонике на выходе частотного детектора. Для этого нужно разделить 
амплитуду 8. третьей гармоники функции Ё на амплитуду Ф©д основной час» 
тоты © [см. формулу (7.80)]: | 


См. [12], № 2. 553.3, № 2. 554.2 и № 3. 644.3. 
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тт. а А 
1—1 1 
вова Ы А (7.82) 


од Т 


График зависимости тКз (од т) изображен на рис. 7.20. При одт < ! фор: 
мулы (7.81) и (7.82) упрощаются: 


\— От, (7.81*) 
(©д т)? , 
=———. (7.82*) 
Кз 41 


При одт- 1 (но т 1), т. е. при девиации, почти равной полосе про: 
пускания контура, формулы (7.81) и (7.82) дают 


0,8 0,13 
в 1 т 


Итак, в условиях, когда метод мгновенной частоты применим, предельные 
искажения в одиночном контуре не превышают долей процента. 

Нетрудно найти амплитудные изменения выходного колебания. Для это- 
го можно воспользоваться резонансной кривой контура и произвести построспие, 
показанное на рис. 7.21. Нетрудно видеть, что основная частота изменения оги- 
бающей амплитуд (/ вдвое превышает частоту модуляции ©. 


2. Система из двух связанных контуров 


В данном случае под К(іо) подразумевается отношение комплексной амили- 
туды напряжения на конденсаторе второго контура к амплитуде э. д. с., вводи- 
мой в первый контур. Фазовую характеристику цепи определим выражением 
(5.82), заменив в нем обобщенную расстройку а выражением (о — @р)т: 


2 (0—0) т 
1- 2202 —[(0— ор) т]? ° 


Учитывая, что @р == © и, следовательно, 


Ф (6) = — аге #8 


0 — Фр == @д С05 9 
а также имея в виду «критическую связь» (20 == 1), перепишем выражение 
для Ф(0) в форме 
20д т соѕ © 


ааа р Д 
Фе м Е (0 тсоз ор)? ' 


откуда 
ар 200 тѕіп 9 (2 ол т? соз? 0) я 

А, еи аа ЕА 8 (7.83) 
а 4-ой т! соѕ! 9/ 


Для сравнения с одиночным контуром ограничимся малыми величинами 
Фдт < 1. Тогда вместо выражения (7.83) можно написать 
о? 2 соѕ? 9/ 

р 2 

Сравнивая это выражение с формулой (7 79), которая при малых @дт мо: 
жер быть представлена в виде 


200) = Оодтзіп о(1+ (7.83°) 


(1) = Оодтзіп © (1 —0? т? соѕ? 9), 
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приходим к выводу, что в случае двух связанных контуров (#0 =з 1) коэффициент 
нелинейных искажений в два раза меньше, чем при использовании каждого из 
контуров порознь. Это, естественно, вытекает из того факта, что полоса пропус- 


кания двухконтурной системы при А0 = 1 в И 2 раз больше, чем одного контура. 
Если исходить из одной и той же полосы пропускания, для чего потребуется 


в случае связанной системы в У2 раз увеличить т, то искажения будут одинако- 
выми! (при очень малой девиации). 

Проведенное рассмотрение охватывает случай относительно медленного 
и «узкополосного» изменения частоты, не выходящего за пределы полосы про- 
зрачности цепи. 

В современной радиоэлектронике большое распространение получили также 
устройства, в которых используется качание частоты колебания в широких пре- 
делах. Этот вопрос рассматривается в следующем параграфе. 


741. КАЧАНИЕ ЧАСТОТЫ Э.Д.С., ДЕЙСТВУЮЩЕЙ 
НА ИЗБИРАТЕЛЬНУЮ СИСТЕМУ 


Пусть входная э. д. с. определяется выражением 
2 
2 (#) =с05$ (о, 5) при & > 0. {7.84} 


Амплитуда этой э. д. с. постоянна и равна единице, а частота изменяется по 


линейному закону 
{2 


= =, В! (7.85) 


0 (0) = 


со скоростью В. 

Требуется найти напряжение на выходе избирательной цепи, обладающей 
заданными резонансной частотой и полосой прозрачности. Подобная задача час- 
то встречается в различных радиоэлектронных устройствах, в которых исполь- 
зуется качание частоты по пилообразному закону (приборы для анализа ампли- 
тудно-частотных характеристик избирательных систем, анализаторы спектра 
сигналов и др.) Каждый пробег частоты э. д. с. через полосу прозрачности цепи 
при пилообразном изменении можно при некоторых оговоренных ниже условиях 
рассматривать как воздействие э. д. с., определяемой выражением (7.84). 

Применение спектрального метода ввиду сложной структуры спектра э.д.с 
в данном случае нецелесообразно. Более эффективным является метод интеграла 
наложения (см. $ 7.3). Имея в виду использование выражения (7.17), конкре- 
тизируем избирательную цепь и соответствующую ей импульсную характерис- 
тику. 

Для облегчения выяснения сути метода, а также принципиальной стороны 
явлений, мы ограничимся случаем одиночного колебательного контура. В ка? 
честве выходной величины примем напряжение ивых (4) на емкости контура. 

Тогда импульсная характеристика цепи равна 


2 (0) = 0с е т «св Ё, (7.86) 


а изменение частоты входной э. д. с. относительно полосы прозрачности контура 
имеет вид, показанный на рис. 7.22. Через АЁ на этом рисунке обозначено время 
пребывания мгновенной частоты 0@(/) в полосе прозрачности контура, равной 
2Аз, == 20 (на рис. 7.22 полоса заштриховава). Частота ®с, приравнена @р. 


а 


' При А0 < 1, т. е. при очень слабой связи, искажения приближаются 
к искажениям в системе, состоящей из двух разделенных контуров. 
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При сигнале г(1) и импульсной характеристике (2), определяемых выраже- 
ниями (7.84) и (7.86), входящие в общее выражение (7.17) величины А(0, @(8. 
0(2 и ү(2) принимают следующий вид: 
А (1) =! при {> 0, | 
=0 при { < 0; 
(0) = 0р е а: 
р 
Ө (#) В при { > 0: 


(7.87) 
ГА ——— 


ГР 


24 ш)" 2а 


Рис. 7.22 


Гогда выражение (7.18) принимает следующую форму! 


о г 
Ко, 0-2 | е9 (2—0) «ір | 


0 
В этом выражении @, заменено «}, 
условия (7.87). 


Вх? 


орнат оа (7.88) 


а пределы интегрирования взяты с учетом 
Запишем выражение (7.88) в форме, более удобной для интегрирования 


(п) { 
№ 10 Е 
ивых (0) = — е2 [т | р је 


П 2204 ГА 

г + [9—1 (р) х 1) 
() 

Здесь Іт обозначает мнимую часть. 

ПИТЬ ДО квадрата суммы 


(7.89) 
Показатель степени в подынтегральном выражении целесообразно допол- 
Вх? | В и 
75 119—4 (0р —01)] х +4 2 хна) —@ = 6—4, 
где 
0—1 (0, — 0 
Р ( рт 1) 
И 218 


ИЯ в. 
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(7.90) 


После этого выражение (7 89) приводится к виду 


{ АГ 2 
о Па ( 1В +а 
п ее И а 
0 


И 


а 
18 
в, >” ут са а 
В-и —— „(Әр /—4* ИА оЁ? 
= е Іт В ® е" 4 \е а ||. (7.91) 


Входящие в это выражение интегралы вероятностей от комплексного аргу- 


мента непосредственно не вычисляются. 
Существуют, однако, таблицы следующих функций, выражающихся через 


упомянутые выше интегралы!: 


ш (2) е2" ( +7 | е5” 4 Р (7.99) 
у л 
0 


Основываясь на этой табулированной функции и обозначая верхние преде- 
лы нужных нам интегралов через 


і (Ор 0) 
айыыта о. (7.93) 


| У 28 
= ау + сезе. (7.90) 


4 — 
\ еб 4& = а У не (2), 
0 


л 


получаем ? 


ЛИРИ ТТИ 
| а {е-е 2002). 
0 0 


Подставим эти выражения в (7.91): 


© 797 8 72 2 
их (026 "И е ТЯ [28 рей ге] = 


үл о 1 ід | 22—22 
НӘН А ы әр Іт = Өр [е 21 ш (2) —ш (21) 16. (7.95) 
у? Ув ГУ! 
г Фадеева В. Н. и Терентьев Н. М. Таблицы значений ин: 
геграла вероятностей от комплексного аргумента. Гостехиздат, 1954. 


? Промежуточное преобразование и некоторые подробности см. в предыду: 
щем издании настоящей книги. 
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Это выражение может быть приведено к виду 
р 
Ивых (0) = О (2) соѕ С + + 10) , (7.96) 
где огибающая (/(0 выходного напряжения и фазовый сдвиг Ф(В} относительно 


входной э. д. с. ©0$| оѓ + 7) зависят как от параметров колебательного конту- 


ра, так и от скорости изменения частоты В. Результаты вычисления огибающей 
И(В для нескольких значений параметра а«/у В при допущении, что @; =0, изоб- 


"0 = 0 2 4 б 8 а(&) 
Рис. 7.23 
ражены графически на рис. 7.23. По оси абсцисс отложена величина обобщенной 
расстройки 
2Ло (2) 
р 


Ло (0) = 0 (0) ор 1—0 (7.98) 


представляет собой мгновенную разность между частотой э. д. с. и резонансной 
частотой контура. 


а (0) 0, (7.97) 


где величина 


МЕЗОР. ИРЭНРЧІ. ЛЕНШМРР ИВИС 
-0 -8 -5 -6 -2 0 2 4 а(4) 
Рис. 7.24 
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При лянейном изменении @(1) обобщенная расстройка а(?) пропорциональна 
времени, причем в момент { = 0 Ло(0) = —ор, а(0) = —20. а в момент ір == 


© 7 
= —Р, соответствующий прохождению 0(/) через значение резонансной частоты 


контура, Аю(1,) = 0, а({р) = 0. = 

Верхняя кривая на рис. 7.23, соответствующая (0/у В) -> со (скорость из- 
менения частоты В —» 0), представляет собой обычную резонансную кривую, 
снимаемую в стационарном режиме. С уменьшением параметра &/ УВ (с увели: 
чением В) резонансная кривая «размывается» и становится несимметричной. 
Кроме того, после прохода частоты @(1) через резонансную частоту контура при 
достаточно высокой скорости В в огибающей (/(/) наблюдаются осцилляции. Это 
объясняется сложением вынужденных колебаний (с частотой внешней э. д. с.) 


с собственными колебаниями контура. 
Рис. 7.23 построен для линейного нарастания частоты (В > 0). В случае 


линейного убывания частоты (В < 0) получается картина явлений, изображен- 
ная на рис. 7.24. Отличие от предыдущего случая заключается лишь в том, что 
с увеличением Е мгновенная частота пробегает через полосу прозрачности кон- 
тура справа налево (расстройка а(1) изменяется в сторону убывания). 


7.12. СОБСТВЕННЫЕ ШУМЫ РЕЗОНАНСНОГО УСИЛИТЕЛЯ 


Механизм образования дробового шума и основные его характе- 
ристики были рассмотрены в $ 6.7. Здесь будет рассмотрено формиро- 
вание шума в колебательной системе усилителя (см. рис. 5.22, а). 

По аналогии с выражениями (6.59) и (6.61), определим энергетиче- 
ский спектр шумового напряжения на выходе усилителя из выражения 


№ „, (2) =, (о) | 2, Р=е/ |2, р, (7.99) 
где в соответствии с формулами (5.58), (5.62), (5.63) и (5.68) 
П 1 
р н, (7.100) 
ау (1 + ѓазкв) С (1-6; = ®р) 9 
р 


В первом приближении можно считать, что Оу = 1/Юш 
(см. рис. 5.22, а). Поэтому, 


р? 
2 |в И. 7.100” 
2, ое (7.100) 
Здесь т, = 292%. _ постоянная времени контура. 
Таким образом, 
И. (®)= е/ ТЕ (7.101) 


График энергетического спектра Й„, (®) изображен на рис. 7.25. 
Выражение (3.25) для функции корреляции в данном случае при- 

нимает следующий вид: 
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с0$ ФТ ао а 


9 | соѕ Фта® 
ача 9..0 * 
1--(0 —– Фр) Тк 


Рис. 7.25 


Переходя к новой переменной «©, == о —0@,, получаем 


[а] 
е1, А2 | соѕ (01 | ор) т 


Т) == м 
р.) = рота 49, = 
2 8 >: 
еї, К, С05 0 Т | 5іп фут 
= ——— | С05 0,7 —— 5 ШО ——8ЇП т ——5 1%; 
ы Гот ть РА 1+9; Тк 


р 


Заметим, что при достаточно большой добротности контура выпол- 
няется условие 
20 
«рт, ==, —==20 Ф 1. 


Фр 


Поэтому нижний предел интегралов — 0, можно заменить на — оо. 
Второй интеграл обращается при этом в нуль ввиду нечетности подын- 
тегральной функции относительно переменной интегрирования о}. 
Первый же интеграл ввиду четности подынтегральной функции при- 
водится к виду 
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Аналогичный интеграл был вычислен при выводе формулы (6.62). 
Используя этот результат, получаем 


2 
ё Ка 2 лт 
ПЕЕ е а АЧ ЕЧ 
Фа (0) =—— 05 9р5 те СЕ 1 реа 
к 


го а 


е1, с05 орт 6/0 Р ое 91 11 соѕ рт. (7.102) 
Тк 

Здесь через а = !/т, обозначено затухание контура. Учитывая, что 

при шунтировании контура сопротивлением А, коэффициент затухания 


Рис. 7.26 


равен а = 1/2Ю „С, запишем формулу (7.102) еще в следующей форме: 
ео Кц 
Ф (т) = с 


Из формул (7.102) —(7.102') вытекает, во-первых, что средний квадрат 
шумового напряжения на контуре равен 


е— 9191 соѕ оТ. (7.102’) 


е1. Р 


тя (7.103) 


би, =, (0) =е/, Вш а = 


и, следовательно, эффективное шумовое напряжение 


ео ц. 
ЕЕ = р Вы (7.104) 


во-вторых, функция корреляции при т > 0 имеет вид, показанный на 
рис. 7.26. Время корреляции в рассматриваемом случае определяет- 
ся ходом огибающей корреляционной функции. 

Выражение (7.103) позволяет ввести понятие шумовой или 
энергетической полосы контура. Действительно, заменяя 


Чи 


с? 
на рис. 7.25 заштрихованную площадь кривой , (®) (равную 5 
равновеликим по площади прямоугольником с высотой е/.В", нахо- 


дим в соответствии с формулой (7.103), что основание этого прямо- 
угольника, т. е. энергетическая полоса контура (в герцах), равно &/2 
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(см. рис. 7.25). С другой стороны, обычная полоса пропускания конту- 
ра, ‘определяемая ослаблением на границах до НУ 9 равна 2Д/, = 


= (20/2л) == а/л. Отсюда следует, что энергетическая полоса контура 
вл/2 раз больше обычной полосы пропускания. Аналогичным способом 
можно найти эффективное значение И и энергетическую полосу 
шумов на анодной нагрузке и на выходе усилителя при любой форме 
частотной характеристики. Пересчет напряжения шумов ко входу 
усилителя, как и в случае апериодического усилителя, может быть 
сделан по формуле (6.66), в которой под К следует подразумевать 
коэффициент усиления на резонансной частоте. р 

Несколько подробнее остановимся на вопросе о структуре шумовой 
помехи на выходе резонансного усилителя. 

Вырезание из равномерного спектра входного шума относительно 
узкой полосы, совпадающей с полосой прозрачности колебательной 
системы, придает шумовому напряжению на выходе характер высоко- 
частотного колебания с медленно меняющимися амплитудой и фазой. 
Это следует из графика корреляционной функции, изображенного на 
рис. 7.26. Осцилляции этой функции с частотой 0; указывают на то, 
что и мгновенное значение шумового напряжения изменяется в сред- 
нем с частотой ор. Убывание же огибающей корреляционной функции 
по экспопенциальному закону с коэффициентом затухания с указы: 
вает на то, что огибающая амплитуд шумового напряжения изменяет- 
ся относительно медленно, обнаруживая статистическую связь между 
значениями в интервале, равном 2—3 постоянным времени контура. 
Для выявления характера изменения огибающей рассмотрим интерес- 
ный для практики случай, когда шум пропускается через идеализи- 
рованный узкополосный фильтр с центральной частотой о, и полосой 
2А®ь, в пределах которой частотная характеристика фильтра равно- 
мерна и равна К... 

Тогда энергетический спектр напряжения на выходе фильтра рав- 
номерен в полосе от ®, — Ао, до о, + Абу, т. е. №, (о) = №, (оо) = 
== сопзі и функция корреляции [см. формулу (3.25) ] 


Фо -- Аше 


И’, (©) М (оо) 
ар, (т) = ——— | соѕ @т 20 = ы: 
6 — Ао пя 


х [$1 (о Ло) т— зп (о – До) т] = 2, (6) 
лт 


ѕіп Дор т с0$ @ут. (7.105) 


Из этого выражения следует, что, как указывалось выше, мгновен- 
ное значение шумового напряжения осциллирует со случайной ча- 
стотой, близкой к ®ь, а амплитуда (огибающая) флуктуирует с ча- 
стотой, близкой к До, т. е. к половине полосы пропускания фильтра. 

В этом и заключается связь структуры шумов со структурой сиг- 
нала, для которых предназначается рассматриваемая .линейная цепь 
егы полоса прозрачности 2А о, согласована со спектром сиг- 
нала). 
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Итак, шумовое напряжение на выходе узкополосного фильтра 
следует представлять: себе как высокочастотное колебание с медленно 
изменяющимися амплитудой и фазой 


и (1) = О (1) соѕ [91+ 0 (2), (7.106) 


где Фо — центральная частота шума. График одной из реализаций 
подобной случайной функции изображен на рис. 7.27. 


Рис. 7.27 


Еще раз следует подчеркнуть, что все параметры этого колебания: 
амплитуда (/(1), фаза 60(1) и, следовательно, частота ©, + (40/41) 
являются случайными функциями времени. 


7.13. НЕЛИНЕЙНЫЕ ИСКАЖЕНИЯ ПРИ УСИЛЕНИИ 
МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЙ 


Воспользуемся методом, изложенным в $ 6.8, с учетом следующих · 
особенностей усиления модулированных колебаний с помощью ре- 
зонансных усилителей: а) более сложной структуры входного сигнала 
и б) наличия фильтрующей способности нагрузки. 

Сначала рассмотрим общий случай, когда сигнал представляет 
собой произвольное узкополосное колебание 


5 (1) = А (1) соз [®,Ё-- 0 (#]| = 4(0 соѕ %р (2). (7.107) 


Вольтамперную характеристику активного элемента, как ив $ 6.8, 
представляем в виде выражения (6.68). Тогда ток активного элемента 


і (0) = (ао) + а (1) - 65° (Е) + үѕ* (0) -... = (а) + “А (1) соѕ (0) + 
--ВА? (1) соѕ? 1р (1) + ТА? (1) соѕ? 1р (2) +... 


р 1 ] 3 
С помошью соотношений с08? х=-- += соѕ 2х, СО х =- С08 Х 4. 
| Р 
+ Со Зх и т. д., приводим последнее выражение к виду 


10 Зак. 137 | #73 


(0) [ао +5 да) + [вао 000 +... соз (0 + 
Е: д (В “оз (д + Б УАЗ +... соз зрб)... (7.108 


Постоянная составляющая тока Каз) и все «низкочастотные» из 
менения, пропорциональные А?(/) [а также 44(1) и более высоким чет- 
ным степеням А(А] отсеиваются избирательной нагрузкой, настроен- 
ной на несущую частоту сигнала 0,. 

То же самое относится и к верхним гармоникам с частотами 20, 
30, ит. д., т. е. к слагаемым, содержащим соѕ 24(1), соѕ Зф(0 ит. д. 
Поэтому при анализе напряжения, создаваемого сигналом на выход 
ном сопротивлении, можно исходить из составляющей тока на не 
сущей частоте ®о 


(0) = (а А( + удз (+... оз [02-0 (0). (7.109. 


От соответствующей составляющей тока при строго линейной вольт: 
амперной характеристике это выражение отличается только ампли- 
тудой. Фаза же колебания, а следовательно, и частота остаются та- 
кими Же, как и у входного сигнала. 

Отсюда следует важное положение: при передаче через резонансные 
усилители радиосигналов с чисто угловой модуляцией кривизна вольт: 
амперных характеристик активных элементов не приводит к иска 
жению передаваемых сообщений. 

Иначе обстоит дело при передаче амплитудно-модулированных 
колебаний. 

Выражение в фигурных скобках в (7.109) представляет собой оги- 
бающую переменной составляющей тока, создающего напряжение на 
избирательной нагрузке усилителя. Кривизна характеристики ак- 


3 
тивного элемента проявляется в слагаемом -- үА2(2). При учете в ряде 


Тейлора степеней выше третьей, появятся слагаемые с А$(/) ит. д 
При оценке нелинейных искажений обычно исходят из простейшей 
тональной модуляции. 
В этом случае 
$ (1) = А, (1 -- М соѕ 04) соѕ о, &, 
т. Е. 
А (1) = А,(1 + М соѕ 08. 


Тогда огибающая тока активного элемента (при учете кубического 
члена) 


вл А3 (0) = аА, (1 +М соз 00) + А2 (14 М соѕ 96} — 
5-4, ВЕ: А? +32 748 МА, [@+- 3 (1 +44) |е + 


= АЗ соз 3041 - ... (7.110) 


+5. М? А? со 204 + а. 


274 


’ Напомним, что в отсутствие искажений огибающая равна &А(2). 
Следовательно, кривизна вольтамперной характеристики (в данном 
случае учитываемая коэффициентом ү) приводит к некоторому измене- 
нию амплитуды несущего колебания и глубины модуляции на полезной 
частоте © и, главное, к появлению в огибающей частот 20, 30 ит. д. 
После осуществления амплитудного детектирования эти частоты про- 
являются на выходе приемника в виде гармоник с частотами 29, 
30 ит. д. 

Изменение глубины модуляции на основной частоте получается 


обычно очень малым и им можно пренебречь. 


Относя амплитуду второй гармоники огибающей к амплитуде со- 
ставляющей с частотой ® и пренебрегая слагаемым 41-4061 + 25, 


по сравнению со, найдем коэффициент второй гармоники 


Я. тм? 45 
Г нЕ 
Е МА, а 8 а 
Для коэффициента третьей гармоники получим 
ЗМЗ А 3 
6 7 За 
Ко 1 М А 
МА, & 16 а 


Таким образом, нелинейные искажения (по второй гармонике) 
растут пропорционально квадрату амплитуды несущего колебания 
и первой степени коэффициента модуляции. 

С нелинейными искажениями при усилении модулированных ко- 
лебаний в приемнике приходится считаться в оконечных каскадах 
усиления, где амплитуды колебания достигают единиц вольт. В пер- 
вых каскадах амплитуды колебания настолько малы, “что кривизна 
вольтамперных характеристик не проявляется. 


10* | | 
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Линейные системы с обратной связью 


8.1. ПРИНЦИП ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


Понятие «обратная связь» получило широкое распространение 
при рассмотрении самых различных систем — технических, экономи- 
ческих, биологических и др. Быстро развивающаяся новая наука — 
кибернетика занимается изучением различных систем, в которых 
решающую роль играет обратная связь. 

В настоящем курсе обратная связь рассматривается в более узком 
смысле. Имеются в виду радиоэлектронные цепи, в которых обратная 
связь применяется для улучшения различных характеристик устрой- 
ства (например, линеаризации усилителей, стабилизации режима их 
работы и др.), для осуществления автоколебательных режимов 
системы (электронные автогенераторы), для «запоминания» сигналов 
є целью их накопления и т. д. 

Различают два вида обратной связи: отрицательную и 
положительную обратную связь. 

Обратная связь называется отрицательной, если благодаря этой 
связи внешнее воздействие на систему вызывает противодействие, 
восстанавливающее ее первоначальное состояние, 

Обратная связь, поддерживающая внешнее воздействие и при- 
водящая `к тому, что система стремится удалиться от своего перво- 
начального состояния, называется положительной обратной связью. 

При любом знаке обратной связи в системе, охваченной этой 
связью, обнаруживается замкнутая цепь зависимостей. 

В данной главе приводятся основные положения теории линейных 
активных систем с обратной связью, а также теории устойчивости 
этих систем. 

В дальнейшем результаты этого рассмотрения используются при 
изучении работы электронных автогенераторов и некоторых других 
устройств. 

Принцип обратной связи поясняется функциональной схемой, изо- 
браженной на рис. 8.1. 

На этой схеме обозначено: 

Е — комплексная амплитуда синусоидального напряжения на. 
входе системы, ЖА(і®) — коэффициент передачи прямой цепи; 
В (70) — коэффициент передачи четырехполюсника обратной связи; 

О — комплексная амплитуда напряжения на выходе всего устрой- 
ства, а (в — амплитуда напряжения на выходе цепи обратной связи, 
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Основной четырехполюсник представляет собой линейный усн- 
литель, пропускающий сигнал только в направлении от входа к вы- 
ходу, как это обозначено стрелкой. Таким образом, комплексный коэф- 
фициент К(®) есть не что иное, как коэффициент усиления прямой 
цепи. 

Четырехполюсник обратной связи может быть либо пассивным, 
либо активным. В последнем случае через этот четырехполюсник сиг- 
нал может проходить голько в направлении, обозначенном на рис. 8.1 
стрелкой. Как следует из схемы, действие обратной связи заключается 
в том, что часть выходного сигнала, зависящая от величины В(;ео), 
подается обратно на вход и, суммируясь с 
входным сигналом, подается к «прямому» 
усилителю К(іо). Эта обратная подача 
придает системе свойства, существенно от- 
личающиеся от свойств собственно усили: 
теля К(іо). 

Основной интерес представляет отно- 
шение сигнала на выходе системы к сиг- 
налу на входе. При синусоидальном на- 
пряжении на входе (частота ®, амплиту- Рис. 8.1 
да Е) это отношение 


уь 2 (8.1) 
может рассматриваться как передаточная функция (или коэффициент 
передачи) всей системы в целом. 

Для определения этой функции воспользуемся следующими оче- 
видными соотношениями. Напряжение на выходе четырехполюсника 
обратной связи 


(в = В (іо) О. (8.2) 


Напряжение на входе прямого четырехполюсника равно сумме 
входного напряжения Е и напряжения обратной связи Ив. 
Следовательно, напряжение на выходе всего устройства 


0= К (№) (Е + Ов) = К (іо) [Е +В (іо) (|. 
Решая это уравнение относительно {/, получаем 


___К(9) 
1—И (10) В (ёо) ’ 


откуда следует, что 


К, (іо) =. ео (8.3) 


"р К (ёо) ё (го) 

Это выражение является основным для системы с обратной связью. 
Ко(:«) иногда называют общей передаточной функ- 
цией, или передаточной функцией замкнутой 
системы. Произведение же К(ѓо) (іо), имеющее смысл переда- 
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точной функции каскадного соединения четырехполюсников Ж(іо) 
и В(/о), называют передагочной функцией разомк: 
вутой системы. 

При замене іо на р получается операторная форма передагочной 
функции замкнутой системы 


— К (р) 84 
К) тк уво. вы 


К выражению (8.3) в случае, когда КВ < 1, можно прийти и иным 
способом, основанным на многократном циклическом обходе замкну- 
той системы. 

Именно, как и в отсутствие обратной связи, входной сигнал (на: 
пряжение Ё) создает на выходе усилителя К(іо) напряжение ЕК). 
К этому сигналу добавляется напряжение, являющееся результатом 
обхода первым сигналом замкнутого кольца А(1), В(іо). Величина 
этого добавочного напряжения равна [ЕК(іо) ІВ (79) (іо). В резуль- 
тате второго обхода кольца добавляется напряжение ЖЕ? В? ит. д. 

При рассмотрении стационарного режима число обходов должно 
быть взято бесконечно большим. Следовательно, результирующее 
напряжение на выходе системы с обратной связью может быть пред- 
ставлено в виде суммы 


О = ЕК (іо) [1 + ВК + (ВК) + (ВК) +... (8.5) 


Применив к выражению (8.5) формулу геометрической прогрессии 


| 
Ў, д" == р при |511, 


п = 0 


получим 
= ЕК (16) р ; 
0—6 таув оу 909 109) В(09)1<1, 


что полносты» совпадает с выражением (8.3). 


Рис. 8.2 


Условие |х |< 1 имеет в данном случае глубокий смысл. В $ 8.7 
будет показано, что в случае положительной обратной связи нера- 
венство [АК В | < 1 является условием устойчивости системы. При 
отрицательной обратной связи величина | Ж В| может быть больше 
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единицы. Приведенный ранее вывод формулы (8.3) не ограничивает- 
ся условием | КВ| < 1, однако при положительной обратной связи 
эта формула имеет смысл только при |КВ|< 1. 

Из выражения (8.3) видно, что отличие системы с обратной связью 
от прямого четырехполюсника К(%®) полностью определяется пере- 
даточной функцией разомкнутого тракта К(іо)В (іо). 

В этом параграфе мы ограничимся случаем, когда К(іо) и В(іо) — 
действительные величины. Одна из возможных схем, соответствующих 
этому условию, изображена на рис. 8.2. Это — однокаскадный элект- 
ронный усилитель, в котором обратная связь осуществляется с помощью 
делителя напряжения Ю,, №, («обратная связь по напряжению»). 

Если при частоте входной э.д.с. ® сопротивление разделительного 
конденсатора С, достаточно мало по сравнению с омическим сопро- 
тивлением А, + № и, кроме того, №, + А >>Ю., то можно считать 
[см. выражение (5.52) 1, что А 

. РР = . — 2 = 
К (іо) 5 Ка К, В (іо) Р, + Р, В, 
где Ки В — действительные числа, причем в данном случае К — от- 
рицательное, а В — положительное числа. 

Передаточная функция разомкнутой системы равна КВ, а замкну- 
той системы 

Е: ВИРА. В (8.6) 
1 —КВ 1-85, 


По абсолютной величине |К | < |К|. Это означает, что введение 
обратной связи в данной схеме приводит к уменьшению коэффициента 
усиления системы и, следовательно, обратная связь является отри- 
цательной. Можно также сказать, что в данном случае обратная связь 
отрицательна потому, что коэффициент передачи разомкнутого тракта 
КВ отрицателен. 

Зависимость передаточной функции К, от коэффициента усиления 
прямой цепи А при положительном и постоянном значении В (в дан- 
ном случае В = 1/5) изображена на рис. 8.3 (часть кривой, располо- 
женная в левой полуплоскости, соответствует отрицательным значе- 
ниям К). 

В случае отрицательной обратной связи и при больших значениях 
[КВ] величина К, стремится к —1/В. Это означает, что при |АВ| >> 1 
(«глубокая противосвязь») усиление системы определяется в основном 
цепью обратной связи. 

Рассмотрим теперь случай, когда коэффициент передачи разомкнутой 
системы КВ по-прежнему является действительной, но положительной 
величиной. Это возможно в видоизмененной схеме рис. 8.2, если одно- 
каскадный усилитель заменить двухкаскадным. Тогда, если по-преж- 
нему пренебрегать фазовыми сдвигами в разделительных конденсаторах 
(а также в междуэлектродных и паразитных емкостях схемы), то коэф- 
фициент усиления прямой цепи К(10) = (—$5Ю )* = К > ди КВ > 0. 
При этом, пока КВ < 1, усиление К, с увеличением К возрастает 
и может значительно превзойти величину К. График К. в зависимости 
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от положительных значений К при В = !/, показан на рис. 8.3 (на 
участке () < К < 2). Увеличение К, по сравнению с К является ре- 
зультатом введения положительной обратной связи, при которой на- 
пряжение обратной связи складывается в фазе с входным сигналом 
и тем самым усиливает его действие. 

Сопоставление А‘, (16) с (іо) позволяет определить знак обратной 
связи и в более общем случае, когда эти функции являются комплекс- 
ными. Если на какой-нибудь частоте 


Ко (о) < К (6), 


т. е. если введение обратной связи приводит к уменьшению усиления, 
то обратная связь отрицательна, в противном случае — положительна. 


В соответствии с выражением (8.3), получаем следующие опреде- 
ления: 
при |1— (20) В (іо) |> 1 обратная связь отрицательна, 
при |1—А()В (10) |< 1 обратная связь положительна. 


При К(іо)В (іо) == 1 усиление Ж (іо) становится бесконечно боль-. 
шим. Это означает, что система становится неустойчивой и для иссле: 
дования ее поведения должны быть применены другие методы, так 
как выражения (8.1)—(8.3), относящиеся к стационарным режимам, 
теряют свой смысл. 

Случай неустойчивого состояния (при изучении свойств автоко- 
лебательных систем) рассматривается в гл. 10. В данной главе изу- 
чаются только устойчивые системы. Условия устойчивости будут сфор- 
мулированы в$8.5-—8.7, после изложения основ теории устойчивости 
линейных систем с обратной связью. 


8.2. ЧАСТОТНЫЕ И ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УСТОЙЧИВЫХ 
СИСТЕМ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 
Запишем выражение (8.3) в форме 


1 Кф) {Фо (9) 
К, (іо) тат Гуе Ко(®«)е " (8.7) 
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Здесь К (є) — амплитудно-частотвая, а Ф,(о) — фазо-частотная ха: 
рактеристики системы с обратной связью. 
Аналогичные характеристики К(@), ф„(®) и В(‹0), Фв(®) четырех- 
полюсников К(іо) и В) предполагаются заданными: 
м НА, (8) 
В (10) = В(«)е! 98 “©. 
Важно · установить зависимость функций Ко(®) и Фо (®) от К (о), 
Фи (©) и В (@), $, (©). 
Подставив выражения (8.8) в (8.7), получаем 
К (6) е Ув __ 
1 Кай боїв Г ВА 80] 
а К (©) ек 
1 К (0) В (о) соѕ (Ф, + Ф) —/К (0) В (©) зіп(ф, Фв) 


Ко(іо) = 


Для краткости аргументы в функциях Фф,(@) и Фв(®) опущены. 
В результате получаются следующие выражения для модуля К ((@) 
и аргумента фо(®) коэффициента передачи всей системы: 


РОИА 27 НИНЕ 


И Ке) В (о) соѕ (Фк-Фв)|2 + [К (©) В (о) ѕіл(ф + Ф)? 


2 К (о) (8.9) 
ИК (9) в (о) сов (Ф Ф) К (9) (®) | 
К (©) # (©) 31 
фоб) = Ф, + агсіа 2 0 (9) (8.10) 


1—К (о) В (о) соѕ (Ф + Фа) | 


Влияние, оказываемое обратной связью на К (0) и Фо(®), зависит 
от ее знака и от величины АВ. 

В усилителях, как правило, применяется отрицательная обрат: 
ная связь!. Ценным качеством такой связи является выравнивание 
амплитудно-частотной характеристики, если коэффициент передачи В 
является величиной, не зависящей (или слабо зависящей) от частоты. 

Действительно, из выражения (8.9) видно, что при А(®)В(®) 1 
амплитудно-частотная характеристика 


Ко(6) =——. (8.11) 


Если В = сопѕї, то и К (@) стремится к постоянной величине. При 
этом фазовая характеристика системы 


зіп (Ф, + Фв) 

Фо Ф, - агсів | — | == Фф, — (Фф, + Фв) = — фв. (8.12) 
соз (Ф Фр) 

' Регенеративные усилители, в которых применяется положительная об- 
ратная связь, рассматриваются в гл. 14. 
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В промежуточных случаях, когда КВ имеет величину, измеряемую 
несколькими =диницами, предельные соотношения (8.11) и (8.12) не 
достигаются, однако амплитудная и фазовая характеристики сущест- 
венно улучшаются по сравнению с соответствующими характеристи- 
ками усилителя А(:0). В качестве иллюстрации рассмотрим харак- 
теристику К (@) для двух схем с обратной связью: однокаскадного 
усилителя и катодного повторителя. 

Первая из этих схем показа- 
на на рис. 8.4. Коэффициент | 
усиления этой схемы (при ра- 10 
зомкнутой обратной связи) лег- 
ко приводится к виду (при Ю,-{ 
-- К, > К): 


05 


0 
Рис. 8.5 
К (іо) = МЕНЕНЕ. 2ИРНРЕТ 2 
1+ — гос, Р, Маала 
К; 
где В = —©А„, а малая по сравнению с единицей величина Р/Р, 


отброшена. 
Подставляя полученное выражение в (8.7). получаем следующее 
выражение для передаточной функции системы в целом: 


К, (ів) = - ее Ра: 
1-+6С. А, 


Модуль этого выражения 


К,(@) = 


(8.7) 
(14-ѓоС,Р,,) (1 


ГВ | 

| У (= ВВ) + (ӘС, А.) _ 
Максимальное значение К (о) (при о = 0) 
181 __ 18| 
1— ВВ 11 ВВ’ 

График функции Ко(®)/В| при |В| =5 и ~ 01 приведен на 
рис. 8.5 (нижняя кривая). Максимальная ордината этой кривой равна 

| 
7575 = ә. Приведенная на этом же рисунке кривая К(о)/|8| 
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Ко макс = 


(при В = 0) характеризует передаточную функцию собственно уси- 
лителя, в отсутствие обратной связи Наконец пунктирная кривая 
соответствует нормированной передаточной функции системы с обрат- 
ной связью, т. е. К „(@)/К оманс: 

Как и в схеме рис 8.2, емкость С, не учитывается; при этом 
В = Ю./(К, 4 Ю.). 

Из рис. 8.5 видно, что при введении отрицательной обратной связи 
кривая К о(@} расположена ниже, чем кривая К(®) (при В = 0). Из 
предыдущего ясно, что это является результатом обшего уменьшения 
усиления при подаче напряжения с выхода усилителя на его вход в 
противофазе с входным напряжением. Однако нормированная харак- 
теристика К  (®)/К омак, более равномерна, нежели К(%®). 

Соответственно новой характеристике А\,(1‹0) изменяется и импульс: 
ная характеристика. Действительно, записав выражение (8.7) в форме, 
совпадающей с А()} 


В В 
ей НЙ, 
го Соо 1- ют. 
1— ВВ 


мы видим, что обратная связь приводит к изменению эквивалентной 
постоянной времени: вместо СЮ, получается 


т = Со Аи, 
* Р 7 
При ВВ = — 0,5 
2 
5 Со Ко, 


Заметим, что коэффициент усиления (при ® = 0) снижается в та- 
кое же число раз. 

Таким образом,если в отсутствие обрагной связи импульсная ха- 
рактеристика рассматриваемого усилителя запишется в виде 


В е 
2 (0) = е 1/64 Ка, 
Са А, 
то при введении обратной связи 
д0) =—^— е—1—88) 100, Ад, 


В, 


Графики импульсной характеристики (нормированные) для 6 (/) 
при нескольких значениях параметра ВВ изебражены нз рис. 8.6. 
Напомним, что В = —$А, — коэффициент усиления прямого уси- 
лителя при о = 0. 

Как и следовало ожидать, введение отрипательной обратной связи 
(ВВ < 0) расширяющей полосу пропускания системы, приводит к бо- 
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лее быстрому убыванию импульсной характеристики. При положи- 
тельной обратной связи (ВВ > 0) убывание р2,(#) замедляется. Пун- 
ктирной линией на рис. 8.6 показана импульсная характеристика при 
ВВ > 1, соответствующая неустойчивому режиму (см. $ 8.5). 

Обратимся к схеме катодного повторителя (рис. 8.7, а). Эта же схема 
в несколько измененном виде и без источника питания изображена на 
рис. 8.7, 6. 

Найдем отношение {/„ и, к Е, т. е. коэффициент усиления схемы по 
напряжению (здесь И, и Е — амплитуды переменных напряжений). 
С этой целью воспользуемся экви- 
валентной схемой анодной цепи, 


Сока 2 
В 900) "8А" представленной на рис. 8.7, в. При 
„=“ построении этой схемы учтено, что 
2 действующее между сеткой и ка- 


8810 тодом лампы напряжение являет- 
ся разностью между э. д. с. Ёи 
падением напряжения на сопротив- 
лении Ю„, создаваемым током /, 
(см. схему рис. 8.7, а). 

Таким образом, получается сле- 
дующее соотношение между напря- 
жением Ё и током №: 


(В — Г. Кк) = 1. (К, К»). 


Решая это уравнение относи- 
0 1 2 93 4 51/6, тельно тока, находим 
ВЕ 


0,5 


ыы. 
Рис. 8.6 а Юн (1+0) +2; 
Далее, напряжение на выходе 
В 
Е РГ ЮР В 
вых а к Вк(1-Нь)-+ К; 
Следовательно, 


Кь= И вых КРО ИА; 
Е (1+) АА; 


Отсюда видно, что в усилителе с катодной нагрузкой коэффициент 
усиления по напряжению всегда меньше единицы. Хотя нагрузочное 
сопротивление К „ обычно мало по сравнению с Р№,, все же практически 
выполняется условие 


(1 Е и) В; > К. 


Это объясняется большой величиной коэффициента усиления лам- 
пы џи (пентод). 
Поэтому приближенно можно считать 


Ко. 


1-+ в 
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И так, напряжение на выходе близко по величине к входному на: 
пряжению. 

Нетрудно видеть, что этот результат является следствием сильной 
обратной связи, которая существует между анодной и сеточной цепями. 
Создаваемое анодным током /, на сопротивлении №, напряжение вво: 
дится обратно в сеточную цепь, причем с обратным по отношению к. Ё 
знаком Можно сказать, что катодный повторитель представляет собой 
усилитель с «полной обратной связью», в которой В = —і, а К = џ. 
Усиление такой системы К о, вычисленное с помощью выражения (8.3), 
совпадает с полученным выше результатом. 


Рис. 8.7 


Следует подчеркнуть, что хотя рассматриваемая схема и не дает 
усиления напряжения, все же она является усилительной. Нужно 
иметь в виду, что выходное напряжение развивается анодным током 
лампы на относительно малом сопротивлении К„, в то время как вход- 
ное напряжение прикладывается к зажимам сетка — земля, сопротив- 
ление между которыми при работе без сеточных токов очень велико 
(мегомы). Усилитель с катодной нагрузкой можно поэтому рассмат- 
ривать как усилитель тока при неизменном напряжении. 

То обстоятельство, что напряжение с выхода полностью вводится. 
обратно в цепь сетки, делает работу усилителя почти не зависящей от 
параметров нагрузки. Чтобы убедиться в этом, найлем выходное ©о- 
противление усилителя. Для этого допустим, что к зажимам 2—2 
усилителя (рис. 8.7, 6) от внешнего источника приложено синусоидаль- 
ное напряжение И„„х; найдем полный ток, посылаемый этим источ- 
ником в эквивалентную схему, представленную на рис. 8.8. 

На этой схеме внутреннее сопротивление лампы Ю; подключено 
непосредственно к зажимам нагрузки К „, так как анол лампы зазем- 
лен (постоянное напряжение Ё, здесь не учитывается), ветвь Ш/А, == $ 


Рис. 8.8 


соответствует току в анодной цепи, который создается напряжением 
(И»ых, приложенным непосредственно к зажимам сетка — катод лам- 
пы (при этом зажимы /—/' считаются замкнутыми накоротко). Нако- 
нец, междуэлектродные емкости С, и С, оказываются включенными 
параллельно, так как сетка и анод заземлены, а С„, — закорочена. 

Полная проводимость между зажимами 2—2' (рис. 8.8) оказывается 
при этих условиях равной 

р Е 
вых к К; 

Для видеочастот, не превышающих нескольких мегагерц, обычно 

выполняется условие 


ы & 
О) (Сок 4 С.к) < г; 


Таким образом, 


Р, Р, Ю; 
где 
= ОЌИ Къ 
" ео) Кк 


п 
ан т, 


Обычно величина (1 ++ џ)ћ, в несколько раз превышает РА ‚. В таких 
случаях можно считать 


1 
14р и б 

Итак, выходное сопротивление усилителя с катодной нагрузкой 
почти не зависит от параметров схемы и определяется только крутиз- 
ной характеристики лампы. Так как это сопротивление относительно 
мало, то емкость нагрузки, шунтирующая выход усилителя, слабо 
влияет на частотную характеристику устройства и не искажает форму 
сигнала. 

Следует, кроме того, иметь в виду, что выходное напряжение, от: 
считываемое относительно земли, совпадает по фазе (полярности) 
с входным напряжением. Таким образом, усилитель с катодной на: 
грузкой «повторяет» сигнал, не изменяя ни его формы, ни величины, 
ни полярности напряжения, но переводя его с высокоомного сопротив: 
ления на низкоомное. Поэтому усилитель с катодной нагрузкой часто 
называют «катодным повторителем». Катодный повторитель получил 
особенно широкое распространение в импульсной технике. 

Рассмотренные примеры показывают, что применение обратной 
связи открывает широкие возможности для построения схем, обладаю- 
щих весьма специальными свойствами. В частности, можно сущест- 
венно улучшить работу дифференцирующей или интегрирующей схемы. 
На рис. 8.9, а изображена схема катодного повторителя, используе- 
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мого для этой цели. В этой схеме 2; и 2, представляют собой соответ: 
ственно 1/19С и № в случае дифференцирования сигнала, или А и 
1/1%С в случае интегрирования (см. $ 6.5). Выходное напряжение сни- 


мается с сопротивления 2.2. 
Для выяснения принципа действия этой схемы составим выраже- 


ния для коэффициента передачи К (іо). 


Рис. 8.9 


При обозначениях рис. 8.9, б можно составить следующие урав 


нения: 
(27-2. НК) 1 — В, = Е, 
(2+ А,) — К, 1, = Е,, 
І, = ЗЕ. 
Исключая из этих уравнений /, и Ё,, находим 
нЕ 8 (22+ Вы) 
2+ 2 -+Кк— а — 


Выходное напряжение 


С.о Ра Е 
с еМ а 2.00 Аи 5 (2+ Юн) 
1 о ВЯ 


Таким образом, коэффициент передачи 


Но выше было показано, что 
и, > А, или 5А, В, » В, т. е. ЗК, №1. 


Следовательно, 


в. | 2, 
—— Г и Ко(іо) ә =. 
1+А, 5 оо) Е 
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Отсюда видно, что отрицательная обратная связь приближает 
функцию Ж (іо) к коэффициенту передачи идеального дифференциру- 
ющего (или интегрирующего) устройства. Приближение тем лучше, 
чем выше крутизна характеристики лампы. 


8.3. СТАБИЛЬНОСТЬ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ 


Пусть в линейной системе, находящейся под действием синусо- 
идальной э. д. с. и охваченной обратной связью, произошло изменение 
какого-либо параметра: модуля или аргумента коэффициента усиле- 
ния прямой цепи или цепи обратной связи. Причиной этого изменения 
могут быть непостоянство напряжений источников питания усили: 
теля, изменение температуры окружающей среды, механические виб- 
рации, приводящие к изменению электрических параметров устрой- 
ства и т. д. Выясним, как влияет обратная связь на относительное 
изменение выходного сигнала. Сначала рассмотрим случай, когда 
нестабильность имеется в цепи прямого усилителя. С целью упро- 
щения анализа исходим из условия, что до изменения режима работы 
коэффициенты передачи Й(іо) и В(іо) являлись чисто действитель- 
ными величинами К и В, так что коэффициент передачи замкнутой 
системы определяется выражением 


К 
Кет (8.13) 


Пусть обусловленное нестабильностью изменение заключается 
в том, что величина коэффициента К изменилась на малую величину 
АК. В отсутствие обратной связи это привело бы к относительному 
изменению амплитуды выходного напряжения, равному АК7К (ам- 
плитуда э. д. с. на входе считается неизменной). 

Для определения относительного изменения амплитуды при на- 
личии обратной связи продифференцируем выражение (8.13) по К: 

4Ко _(1—КВ—К(—В) _ 1 К ] 


—————_—__—_——_—___————____——— 
== шї ——— _-——— ш= ——7——————. —————— 


ак (1— Кр)? (1—КВ)2 1-КВ 1— кв К’ 
откуда 
ак 1 ақ 
Къ 1 К" 

Из этого выражения видно, что относительное изменение выход: 
ного напряжения при наличии обратной связи, т. е. величина ФК „/К в, 
может сильно отличаться от изменения, которое имело бы место в от- 
сутствие обратной связи. 

Если обратная связь отрицательна (КВ < 0), имеет место ослаб- 
ление нестабильности системы 
ак _ | К 
К 1-Е КВ| К 


(8.14) 
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При положительной обратной связи нестабильность усиливается 
ак, | ак 


== 


Ко |-АВ К 


Отсюда сдедует, что для повышения стабильности усиления систе: 
мы целесообразно вводить отрицательную обратную связь. Этим при- 
емом широко пользуются в современной радиоэлектронике. Абсолют- 
ную величину КВ в зависимости от требований к стабильности системы 
доводят до 100 и более. При этом, естественно, в 1 + |КВ| раз 
уменьшается и усиление системы К ,. Однако эта потеря не является 
слишком существенной, гак как соответственное увеличение в | + 
+ |КВ раз входного сигнала может быть осуществлено с помощью 
предварительного усиления на малом уровне мощности. 

Нечувствительность системы к нестабильности К ‘при глубокой 
противосвязи (| КЁ | >> 1) вытекает также из того отмеченного в пре- 
дыдущем параграфе факта, что при |КВ] >> 1 усиление К, стремится 
к величине 1/В, т. е. не зависит от величины К [см. рис. 8.3 и выра- 
жение (8.11)]. 

Рассмотрим теперь фазовую нестабильность прямого усилителя. 
Пусть аргумент коэффициента усиления стал отличен от нуля, т. е. 
К = К е9„, причем Ф, -— весьма малый угол. 

Тогда в соответствии с общим выражением (8.10) аргумент коэф- 
фициента передачи А(1%) будет равен 


КВ ѕіп Фа 
== а. 
Фо = Фк + 8 Т КВ сов а. 


При достаточно малом ф,, когда можно считать 


$11 Фь == Фь, С0$ Фф 2 1, 
получаем 


КВ 


РР Рез КВ | 
Фо = Фи + агсір (т) = Ф, + 


1—КВ Фа тк Фь. (8.15) 


Итак, фазовый сдвиг фо выходного напряжения отличается в 
1/(1 — КВ) раз от вызвавшей этот сдвиг нестабильности фазы в 
цепи усилителя К. 

При отрицательной обратной связи (КВ < 0) получается ослабле- 
ние нестабильности в 1 + ІКВ| раз. 

Соответственно при положительной обратной связи (КВ > 0) фа- 
зовое изменение цепи К увеличивается в 1/(1 — КВ) раз. 

Введем теперь в рассмотрение нестабильность в цепи обратной свя- 
зи. Для этого продифференцируем выражение (8.13) по В; 

ак, К (— К) т К К 
ав (1— КВ)  (1-КВ) ^^ 
откуда 


В случае отрицательной связи при |!КВ| >> 1 получаем 


А.В (8.16) 
Ко в’ 


Из этого соотношения видно, что нестабильность в самой цепи В 
не ослабляется обратной связью: относительная нестабильность замк- 
нутой системы с отрицательной обратной связью при |КВ| > 1 равна 
относительной нестабильности величины В. 

Отсюда следует, что при применении отрицательной обратной свя- 
зи особое внимание должно быть обращено на повышение стабильности 
цепи четырехполюсника В. Это требование распространяется как на 
модуль, так и на аргумент (т. е. на фазовую характеристику) переда- 
точной функции цепи. В практике осуществление этого требования 
облегчается тем, что основные дестабилизирующие факторы имеются 
в прямом усилителе К(іо), содержащем активные элементы (электрон- 
ные лампы, транзисторы) и нагрузочное сопротивление; четырехполюс- 
ник же В, обычно представляющий собой простую пассивную цепь (на- 
пример, потенциометр Ю1, А; на рис. 8.2), может быть сделан достаточ: 
но стабильным. 


8.4. ОСЛАБЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ИСКАЖЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


Выясним влияние отрицательной обратной связи на нелинейные 
искажения, которые возникают в основном усилителе из-за нелиней- 
ности характеристик активных элементов (электронных ламп, тран- 
зисторов ит. д.). При синусоидальном напряжении на входе эти иска- 
жения проявляются в виде высших гармонических усиливаемой часто- 
ты. Допустим, что в отсутствие обратной связи, при подаче на вход 
амплитуды Ё}, на выходе усилителя амплитуда напряжения основной 
частоты равна (1, а амплитуда напряжения одной из гармоник — И. 
Усилитель с искажениями можно представить в виде идеального ли: 
нейного усилителя, на входе которого действует «генератор гармоник», 
как это показано на эквивалентной схеме рис. 8.10. 

При этом отношения Ё, /Е; и О „/Ц, одинаковы, так как коэффици: 
ент усиления К(«) считается одинаковым как для основной частоты, 
так и для частоты п-й гармоники. Таким образом, амплитуда э. д. с. 
эквивалентного генератора Ё, должна быть равна И„/К. 

При введении отрицательной обратной связи, для получения на 
выходе прежней амплитуды (©, входное напряжение Ё; необходимо 
увеличить в 1 + |КВ| раз, как это вытекает из формулы (8.6). Это от- 
ражено на рис. 8.11, а в виде дополнительного усилителя с коэффи: 
циентом усиления 1 + |КВ|. Следует, однако, иметь в виду, что на. 
пряжение основной частоты, действующее непосредственно на зажи: 
мах 3 — 9’, остается таким же, как и в схеме без отрицательной об. 
ратной связи, представленной на рис. 8.10. Действительно, рассмат 
риваемое напряжение является разностью между напряжением Е,= 
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= Е.(1 + |КВ}, действующим на зажимах 2—2” (рис. 8.11, а), и на. 
пряжением обратной связи ВУ, т. е 
Е, =Р.— ВИ, = Е, (1 +|АВ |) — ВО. 
Но Е.К есть не что иное, как (/, (см. рис. 8.10). Следовательно, 
Е =Е + Е, |К | Ві —18[0, = Е,. 


Напряжение же и-й гармоники на входе усилителя с учетом напря: 
жения обратной связи — ВМ, будет равно разности ЕЁ, — |8] И», а на 


выходе усилителя 
О =|КЕ, — ВО»), 


"ЕКВ. 
Таким образом, отнощение 


откуда 


Еһ 
Оһ _ [К | Е 2 Е (8 17) 


и “КРК ТЕК 


получается в 1 + |КВ| раз меньшим, чем в отсутствие обратной свя: 
зи. Правда, это улучшение достигается ценой увеличения в 1 + 
+ АВ раз напряжения, подводимого к зажимам 2—2’ (рис. 8.11, а). 
Но, как уже отмечалось ранее, это не 

является существенным недостатком, 
так как дополнительное усиление мо- 
жет быть осуществлено в одном из 
предварительных (маломощных) кас- 
кадов без искажений. 

Стносительное ослабление 
ших гармоник можно пояснить еще 
и следующим образом: введение отрицательной обратной связи при- 
водит к уменьшению усиления в І + |К В| раз в одинаковой мере для 
полезного сигнала и для гармоник, однако это уменьшение усиления 
компенсируется только лишь для полезного сигнала увеличением в 
1 + КВ раз входного напряжения. 

Проведенное выше рассуждение может быть распространено на 
все гармоники усиливаемого напряжения. 

Применение отрицательной обратной связи позволяет помимо ос- 
лабления нелинейных искажений понизить при некоторых условиях 
и уровень «фона», создаваемого пульсацией питающих напряжений. 

Итак, все побочные колебания, возникающие в самом усилителе 
из-за нелинейности характеристик ламп, и из-за несовершенства 
источников питания, ослабляются отрицательной обратной связью 
в 1 КВ! раз. 

В заключение следует отметить, что в случае усилителя, состоя: 
щего из нескольких каскадов, стремятся обратной связью охватить 
весь усилитель в целом, как это показано, например, на рис. 8.11, 6. 
При этом, однако, усложняется обеспечение устойчивости усилителя 
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ВЫС- Рис. 8.10 


из-за возрастания суммарного фазового сдвига в кольце, особенно при 
наличии трансформаторов, обладающих индуктивностью рассеяния. 

В тех случаях, когда удается построить многокаскадный усилитель 
без трансформаторов, а также при благоприятных соотношениях меж" 
ду омическими сопротивлениями и паразитными емкостями, оказывает- 


Рис. 8.11 


ся возможным реализовать схему, изображенную на рис. 8.11, 6. 
Такие условия встречаются, например, в транзисторных усилителях 
акустического диапазона частот. 


8.5. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 


В реальной системе, охваченной обратной связью, всегда имеются 
реактивные элементы, накапливающие энергию. Даже в усилителе на 
сопротивлениях имеются такие элементы (паразитные емкости схемы 
и электронных приборов, индуктивности проводов и т. д.). Реактивные 
элементы создают дополнительные фазовые сдвиги. Если на какой- 
либо частоте эти сдвиги дают в сумме дополнительный угол в 180°, 
то обратная связь из отрицательной превращается в положительную 
и создаются условия, при которых возникает паразитная генерация. 
Опасность возникновения генерации тем больше, чем больше вели- 
чина |КВ|. 

Это обстоятельство во многих случаях существенно ограничивает 
эффективность применения обратной связи, так как при больших зна- 
чениях |КВ| для устранения паразитной генерации требуется при- 
менение специальных фазокомпенсаторов и других устройств для от- 
даления частоты возможной генерации от полосы рабочих частот и 
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внесения в систему затухания на частоте генерации. Часто оказы- 
вается, что введение в схему новых элементов приводит лишь к сдви- 
гу частоты паразитной генерации в область очень низких или очень 
высоких частот. 

Итак, применение обратной связи тесно связано с проблемой обес- 
печения устойчивости системы. 

Для правильного построения системы и выбора ее параметров боль- 
шое значение приобретают методы определения устойчивости системы. 
В настоящее время известно несколько критериев, различающихся 
больше по форме, нежели по существу. В основе большинства этих кри- 
териев лежит критерий устойчивости решений дифференциального 
уравнения, описывающего исследуемую систему. 

Пусть линейное однородное уравнение для .системы с сосредоточен: 
ными (и постоянными) параметрами задано в форме 


а" х ат х 41-2 х 


ах 
а -— 21" + 2 тент р 171 ача 9 11-7 + . .. Чп— 1 у На, х=0, (8.18) 


где х — ток, напряжение и т. д., а постоянные коэффициенты 
а, а1, а2, аз, ... ап — действительные числа, зависящие от парамет- 


ров системы. 
Решение уравнения (8.18), как известно, имеет вид 

р А, егі“, (8.19) 

где 4, — постоянные, а о; — корни характеристического уравнения 

ар" + ар" Га, р"... На, р-На, = 0. (8.20) 


Условие устойчивости состояния покоя системы заключается в 
том, что после прекращения действия внешних возмущений система 
возвращается в исходное состояние. Для этого необходимо, чтобы 
возникающие в системе при нарушении состояния покоя свободные 
(переходные) токи и напряжения были затухающими. А это, в свою 
очередь, означает, что корни рн, р», ..., р» уравнения (8.20) должны 
быть либо отрицательными действительными величинами, либо ком- 
плексными величинами с отрицательными действительными частями. 
Из этих простых физических представлений вытекает следующий 
фундаментальный критерий устойчивости любых линейных систем!: 
система устойчива, если действительные части всех корней характе- 
ристического уравнения отрицательны. 

Заметим, что левая часть характеристического уравнения (8.20) 
представляет собой не что иное, как знаменатель передаточной функции 
системы. Напомним это известное положение теории цепей на примере 


' Это фундаментальное положение было обосновано А. М. Ляпуновым, ко- 
торый в 90-х годах прошлого века заложил основы теории устойчивости. Рас- 
сматриваемый вопрос об устойчивости состояния покоя системы является част- 
ным случаем общей теории устойчивости Ляпунова. 
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простого колебательного контура Г, С, г, описываемого (в отсут 
ствие внешнего воздействия) уравненчем 


ИЛИ 


Этому дифференциальному уравнению соответствует характеристи- 
ческое уравнение 


І 
Гр аре 0, (8.21) 
Пусть теперь в контур вводится внешняя Э. д. с. е(2), а выходное 
напряжение ‹(/) снимается с какого-либо реактивного элемента, на: 


пример с индуктивности. 
Тогда имеют место уравнения 


аі } ] я 
Г. ет: ғі +- < {10=е0, 


аі 
ч игта 


Применяя преобразования Лапласа 
(при нулевых начальных условиях), 


Рис. 8.12 получаем операторные уравнения 
| 
ГрІ (р) + "Г (р) + ты 1 (р) = Е (р), 
О (р) = [1 (р), 
откуда 
Е 1. 
(р) = Р; (р) = Е (р). 
Гр г+- бр Ерге "бр 
Передаточная функция 
{/ 2 
т 
р Бр? гр-+ = 


Знаменатель дроби совпадает с левой частью характеристического 
уравнения 

Таким образом, корни характеристического уравнения системы 
являются также корнями знаменателя в дроби. определяющей пере- 
даточную функцию К(р). 

Иными словами, корни характеристического уравнения системы 
являются полюсами передаточной функции К(р). 
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Отсюда следует, что сформулированное выше условие отрицатель- 
ности действительных частей корней равносильно следующему поло- 
жению: для устойчивости системы необходимо, чтобы передаточная 
функция К(р) не имела полюсов в правой полуплоскости переменного р. 

Это хорошо известное из теории цепей положение можно распрост- 
ранить и на передаточную функцию Ж(р) системы с обратной связью. 

Поясним это на примере резонансного усилителя с обратной свя- 
зью, схема которого изображена на рис. 8.12. 

В данном случае 


К (16) = — 54 (10), В (о) = + 2. 


Учитывая, что 


КОД 
Сію + 2 —— (1 
и тт 
а 
18. Е Я 
ы? а 
а ЕН 
+ 1 ва, ] р + 20р + в 
"Ва В 
где обозначено 
1 2 1 
=== Ы в =—=——, 
2С, Га: 


получаем следующие выражения для передаточных функций А\(р) 
и Му (р): 


$ 
ИЕ... МЕЧЕНРНЖЮ 8.22 
К(р) ВА дар + ТУ ) 
5 
К (р) и чы 
К, == = 
о(Р) кое ГЕ | 
2 2 Ск 
р“ -- Зарю: [1 ————— 
( с) (р? ++ 20р од) 
= — а (8.227) 
8 2+ (2 + 22) 2+0 
Ск 
Здесь 
РИ = 
ОРС, ' Сы 
Так как при о = о, К(іо,) = —5А < 0, то для создапия отрица- 


тельной обратной связи коэффициент В должен быть положительным 
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(М/Т.), а для положительной обратной связи — отрицательным 


(—М/І,). 
Подставив В = +(М/[,„), окончательно получим 
5 р 
ея | 
у Ск р? + (2а- М5) р+ «д (8.23) 


Находим корни знаменателя 


М5 7 ДЕЧ М5) \2 
рт, = — + о = # 03 — («+ р) (7 


Так как оба корня имеют отрицательную действительную часть. то 
система устойчива при любой величине М. 


В случае положительной обратной связи, когда В = —М/Ё., 
корни 
2 12 


Отсюда следует, что при положительной обратной связи рассмат- 
риваемая система будет устойчивой до тех пор, пока выполняется ус- 
ловие 


М5 № 
ЗЕ КЕ Е. Ге. 
> рор 
ИЛИ 
1, 
лер 8. 4 
Аз РЕР 


8.68. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАУСА—ГУРВИЦА 


В тех случаях, когда система описывается дифференциальным урав- 
нением высокого порядка, исследование корней характеристического 
уравнения, необходимое для решения вопроса об устойчивости систе- 
мы, является сложной задачей. 

Оказывается, что эту же задачу можно решить путем анализа 
соотношений между коэффициентами уравнения без определения 
самих корней уравнения. Таким образом открывается возможность 
определения условия отрицательности действительных частей корней, 
а следовательно, и условия устойчивости системы. если известны толь- 
ко коэффициенты дифференциального уравнения, описывающего за: 
данную систему. Для относительно простых систем, описываемых, 
например, дифференциальным уравнением второго порядка, это не: 
трудно показать на основе известных правил алгебры. 

Пусть характеристическое уравнение системы (8.18) имеет вид 


а, ра, ра. = 0 (8.25) 
ИЛИ 


21 @1 а 
р е р-+- гт == 0), 
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Учитывая известные из алгебры соотношения между корнями квад: 
ратного уравнения 


р: ра = ее , 
и, (8.26) 
рі Ра = , 
ад 


приходим к следующему выводу. Если оба корня вещественные (дей- 
ствительные) и отрицательные, то их произведение положительно, 
следовательно, (а>/ао) >> 0. Из первого же выражения (8.26) ясно, что 
если ру и р, отрицательны, то (а1/а,) >> 0. Следовательно, для устойчи- 
вости системы необходимо, чтобы ах >> 0, а, > биа2 > 0. 

Нетрудно провести аналогичное рассуждение и для случая сопря: 
женно-комплексных корней. 

В случае кубического характеристического уравнения 


а, р’ а: раз раз =0 (8.27) 
корни ра, ро и рз связаны между собой следующими соотношениями: 


рі+ рь ра = — =, 


0 


рі ра 4- рь рз + ра рі = 8, (8.28) 


0 
аз 


рі ра ра =(— 1)8 22 = — 22. 
а, а, 


Из первого выражения следует, что если действительные части всех 
корней отрицательны, то (0:/а,) >> 0, т.е. а,>0 (коэффициент а, счи- 
таем положительным). Далее, из третьего выражения следует, что ес- 
ли все три корня действительные и отрицательные числа, то их произ- 
ведение отрицательно и (а,/а,) >> 0. 

Если же два корня сопряженно-комплексные, р: = —0@ -- #0 
и рә = —а — іо, то аз/а, равно произведению действительного кор: 
ня рз на произведение 


р; ро =(— < -| іо) (— оа — іб) = о? ®* > 0. 


Поэтому, если корень рз отрицателен, то снова а, > 0. Рассмотрим, 
наконец, коэффициент а». Если все корни действительные и отрица- 
тельные, то из второго выражения (8.28) непосредственно видно, что 
(а2/аз) >> 0. Допустим теперь, что корни р; и рз сопряженно-комплекс- 
ные. Представив второе выражение (8.28) в форме 


= == р, Ра - Ра (р, + ра), 
9 
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замечаем, что произведение рір; всегда положительно, а сумма р, + 
+ р› имеет тот же знак, что и действительные части корней р: и р». 
Поэтому если рз, а также действительные части корней ра и р» отри: 
цательны, то аз/а, снова положительно. 

Итак, приходим к выводу, что в случае кубического характеристи- 
ческого уравнения для устойчивости системы необходимо, чтобы вы- 
полнялось условие 


а, > 0, а: >0, а. >0иа,>0. (8.29) 


Этих условий оказывается, однако, недостаточно. 

Из предыдущих рассуждений видно, что к условию (8.29) можно 
также прийти, если исходить из предположения о положительности 
действительных частей корней р! и р». Следовательно, для устойчиво- 
сти системы еще необходимо, чтобы соотношения между положитель- 
ными коэффициентами ао, @1, а» и аз отвечали определенным усло- 
ВИЯМ. 

Обращаясь к характеристическому уравнению (8.27), замечаем, 
что если аз очень велико по сравнению с а; и аз, то уравнение (8.27) 
вырождается в простое уравнение. 


Так как действительные части корней р; и рг положительны, при- 
ходим к выводу, что при сделанном допущении относительно вели- 
чины аз система неустойчива. 

Рассмотрим теперь другой предельный случай, когда аз очень мало 
по сравнению с ао, аи и аз, так что уравнение (8.27) приближенно мо- 
жет быть заменено квадратным уравнением 


а, ра, ра, =0. 


Из приведенного выше рассмотрения квадратного характеристи- 
ческого уравнения уже известно, что положительность коэффиниентов 
ао, а1 И аз обеспечивает устойчивость системы. 

Можно поэтому утверждать, что при уменьшении положительного 
коэффициента аз от очень больших значений к очень малым обяза- 
тельно найдется такое критическое значение аз, при котором корни 
р: и ро будут чисто мнимыми. При этом значении аз в системе возможно 
существование гармонических (незатухающих) колебаний. 
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В этой критической точке 
р, > == 3, 
где о, — частота колебаний. 


Подставляя эти значения р; и рз в исходное уравнение (8.27) и про 
изводя несложные преобразования, получаем два уравнения 


2 аз 
Пе, 
Чо 

2 а 
0 —— = 0 
а] 


Отсюда находим следующее условие для определения критического 
значения 423: 


20. _ аз 
а, а 
или 
ау аз 
аз ——* С) 
ао 
ат а РА ат 29 РА 
При аз > система неустоичива, при а = —— устоичива. 


д4 40 
Итак, необходимыми и достаточными „условиями устойчивости 
системы, описываемой дифференциальным уравнением третьего по: 
рядка, являются следующие неравенства: 


а, > 0, ау > 0, аз >> 0, й.» 0, ) 
Проведение подобного анализа для характеристических уравнений 


четвертой и более высоких степеней является весьма сложной зада- 
чей. 

В гаких случаях определение устойчивости системы может быть 
произведено с помощью критерия Рауса, основанного на теореме Гур- 
вица!, которая гласит, что для того чтобы действительные части всех 


корней уравнения 
аха х1 а, х2 4... На 1 ха, =0 


с действительными коэффициентами и а, >> 0 были отрицательными, 
необходимо и достаточно, чтобы были положительными все опреде- 
лители Д, А, .., А,, составленные из коэффициентов уравнения 
а, @1, аз, ..., аһ По следующей схеме: 

а а, 


а, а, 


А, — ат, А. == 


' Доказательство этой теоремы см., например, в книге: Курош А. Г. 
Курс высшей алгебры, 1965. 
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а: аз а, 
Оаа, 
а а, а а; 
а, аз 04 а, 
Д == 

О а, а. а, 
Оа Фа, 
а, а, а, а, а, 
а, аз 0; 0; в 
А, = 10 а а, а, а,| ит. д. 
0 а, аа, а, 
О Об аа, а, 
Сформулированное выше условие устойчивости часто называют 
критерием Рауса — Гурвица. 
При составлении определителей по указанной схеме коэффициенты 
с индексом, превышающим степень характеристического уравнения, 
заменяются нулями. | 
Поэтому, например, для уравнения четвертой степени получаются 
следующие определители 


А Р 

—а., — 7 

1 1: 2 а, а» |' 
а 0 0 

а, а 0 а, а, а, 0 
& == и г РЕР о “2 4 
з== | 20 9з а. |; 10 аа, 0 |* 

0 ааа, 


Нетрудно видеть, что все последовательные определители являются 
главными диагональными минорами определителя А». Так как послед- 
ний столбец определителя А, содержит лишь один отличный от нуля 
элемент а„, расположенный на главной диагонали, то выполняется 
равенство 


А, = 0, Ана 


Отсюда следует, что в соответствии с теоремой Гурвица условия 
устойчивости могут быть сформулированы в виде следующих нера- 
венстз: 


А; > 0, А, > 0, “у Аал > 0, а, > 0. 


Так, например, для характеристического уравнения второй сте- 
пени получаем 
300 


Для уравнения третьей степени: 


А =: >> 0, 
„| № а; а а. а, >> б 
2 а, а, 1 2 з 0 Ы 
аз > 0, 


т. е. 5-0, м аа, а, >09. 
Так как ао, @ и аз положительны, то и а» >> 0. 
Для уравнения четвертой степени: 


А = 01 > 0, 

А, = аа, —аз а, > 0, 

А; =а, (а, а — а, а.) а? а, >> 0, 
8,5-0, 


Из третьего условия на основании четвертого и первого вытекает 
неравенство 


2 
аз (а а —@а, аз) > ата, > 0. 


Можно поэтому второе условие заменить условием аз > 0. Таким 
образом, для уравнения четвертой степени получаются следующие 
условия устойчивости 


а; > 0, а, > 0, аз (1 а, — а.) — ата. > 0, 
а, > 0. 

Поясним применение критерия Рауса — Гурвица на простом при- 
мере схемы регенеративного усилителя (рис. 8.12), рассмотренного 
в $ 8.5. 

Характеристическое уравнение этой схемы при В = + (/М//.,), 
в соответствии с знаменателем правой части выражения (8.23), имеет 
вид 


р? (2а -- М5.) р- ©? = 0. 
Отсюда в соответствии с выражением (8.23) 


(коэффициент а, = 1 также положителен). 

Следовательно, при отрицательной обратной связи (когда В = 
= +(М/Г,) схема рис. 8.12 устойчива при любой величине М. 

При В = —(М/Г.,) (положительная обратная связь) схема устой- 


2 
чива при выполнении условия 2% — МЗ о >> 0, совпадающего с (8.24). 
Критерий Рауса — Гурвица особенно удобен для проверки устой- 
чивости системы с заданными параметрами (т. е. с коэффициентами 
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дифференциального уравнения). Однако им неудобно пользоваться 
при экспериментах, гак как обычно бывают известны не коэффициенты 
уравнения по отдельности, а передаточная функция разомкнутой це- 
пи К(р)В(р). Кроме того, критерий Рауса — Гурвица не дает ясных 
указаний, как неустойчивую систему сделать устойчивой. 


8.7. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ НАЙКВИСТА 


В $ 8.5 было установлено, что для того, чтобы любая линейная 
система была устойчивой, необходимо, чтобы ее передаточная функ- 
ция не имела полюсов в правой полуплоскости переменного р = 
=о |+ іо, т. е. в области, ограниченной замкнутым контуром, обра- 
зованным осью іф и полуокружностью бесконечно большого радиуса В 
(рис. 8.13, а). 


ш 


Плоскость Плоскость 
р н 

а) 0) 

Рис. 8.13 


Для системы с обратной связью передаточная функция имеет 
ВИД 


Ко) 8 30 
К) кз ы 


В данной главе имеются в виду системы, в которых прямой уси- 
литель К(р) заведомо устойчив. Поэтому отмеченное выше требование 
равносильно условию, что знаменатель выражения (8.30) не должен 
иметь нулей в правой полуплоскости р или, что то же самое, функция 


Н (р) = К(р) В (р) (8.31) 


не должна обращаться в единицу ни в одной из точек правой полупло- 
скости р. Но Н(р) представляет собой передаточную функцию разомк- 
нутого кольца обратной связи, т. е. отношение напряжения на зажимах 
2—2 к напряжению на зажимах /—/ при разрезанном кольце, как это 
показано на рис. 8.14. Следовательно, об устойчивости системы с об- 
ратной связью можно судить по характеристикам разомкнутого тракта. 
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Для дальнейшего анализа целесообразно перейти от плоскости 
р =с + г к плоскости Н(р) = и + іо (рис. 8.13, 6). 

Каждой точке р из плоскости о, іф соответствует определенно 
значение Н на плоскости и, іо. Любой замкнутый контур на плоскости р 
преобразуется с помощью выражения (8.31) в некоторый, также 
замкнутый, контур на плоскости Н. 

В случае, когда исходный контур на плоскости р задан в виде 
рис. 8.13, а, соответствующий ему контур на плоскости Н называется 
годографом функции Н. 

Показанный на рис. 8.13, а контур С 
можно разбить на два участка: 1) Пря- 
мая іф при изменении Фо от оо до — оо 
и 2) Полуокружность бесконечно большо- 
го радиуса К. 

На первом участке, где о = 0, р = 
= іо, функция Н(р) обращается в функ- 
цию Н(іо). В соответствии с выраже- 
ниями (8.31) и (8.8), этот участок пре- 
образуется на плоскости Н в линию, 
определяемую следующим соотноше- 
нием: 


Н (15) = К(іо)В (10) = К(®) Во) е' (Фи 98) = 
=и (6) -- ѓо (о), (8.32) 


откуда 
и (6) = К (ө) В (о) соѕ (Ф,- Ф), 


о (©) = К (о) В (о) ѕіп (Ф,-- Фь). 


На втором участке контура С (см. рис. 8.13, а), при Ю-+ оо, функция 
Н(р) — 0. Это вытекает из общего выражения (5.98) для передаточной 
функции четырехполюсника. При |р| — оо величинами ро, рог ..., Рот» 
Ри Риз... Ри В выражении (5.98) можно пренебречь и функцию 
Н(р) можно представить в виде 


Н (р) = Вр"), 


где т — число нулей, а п — число полюсов функции Ё (р) на плоско 
сти р. В реальных системах и всегда больше т, так что при |р| — оо, 
модуль функции Я(р) на полуокружности А + оо равен нулю. Таким 
образом, полуокружность бесконечно большого радиуса № на плоско- 
сти р преобразуется в точку, лежащую в начале координат на плоско- 
сти Н, и для построения годографа М в виде замкнутого контура до- 
статочно знания поведения Н(р) на оси іо, т. е. знания амплитудно- 
частотной и фазо-частотной характеристик цепи К(іо) В(іо). 

Обходу контура С в положительном направлении (против часовой 
стрелки) соответствует обход годографа Н при изменении частоты от 
оо ДО — оо. 


(8.33) 
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Вся правая полуплоскость р преобразуется на плоскости Н во 
внутреннюю область годографа. Следовательно, если годограф пере- 
даточной функции разомкнутого тракта не охватывает точку 1, 10, 
то при замкнутой цепи обратной связи система устойчива. В против- 
ном случае система неустойчива. 

Это условие называется критерием устойчивости Найквиста. 

Показанная на рис. 8.13, б диаграмма соответствует устойчивой 
системе. Это видно из того, что годограф Н не охватывает точку /, 10. 
Сплошной линией показана часть контура, соответствующая поло- 
жительным частотам 0 < о < оо, апунктирной кривой — отрицатель- 
ным частотам. Так как функция и(@) — четная относительно ‹, а 
0(®) — нечетная, то оба участка годографа симметричны относительно 
действительной оси. 

Следует также отметить, что рис. 8.13, б построен для случая, 
когда при о = 0 передаточная функция Н (іо) отлична от нуля (это 
возможно, например, для усилителей постоянного тока, в которых 
отсутствуют разделительные конденсаторы). 

Поясним построение годографа Н на примере схемы, представлен: 
ной на рис. 8.12. 

В соответствии с формулой (8.22), для этой схемы 


к 
к (10)? + 201%-- 60 
; М 
В (10) = = —. 
Г 


Выберем знак минус, т. е. зададим положительную обратную связь. 
Тогда 


М5 200—0 (0—05) 


= —— = (0) + ѓо (6), 
«Ск (02—05) + 400? (о) 
откуда следует 
М8 200)? 
и (в) = ——— 
к Ск (о? —05) + 4020? 
2 2 
о (0—0 
о (в) = — М$ ! 0) 


Гк Ск (62—05) + 4020? | 


Учитывая соотношения 
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где О — добротность контура, и обозначая 0/0, = х, приводим вы- 
ражения для #(®) и 9(®) к виду 
х? — 1 


_ М 1 м 9 
Ык нем” ын а 
х ы "+ ( о) 


х 


Построенный по этим выражениям для положительных @ при @ = 
= 5 и М$Ю/[.. == 1,2 годограф показан на рис. 8.15, а. Точками 
на годографе обозначены величины @®/®,. При отрицательных значе- 
ниях о годограф образует второй виток, совпадающий с первым, од: 
нако расположение точек, обозначающих величины |о/о 1, является 
зеркальным по отношению к оси и. 

Очевидно, что случай (М/Г.,.)5Ю = 1 является критическим, при 
(М/1.) 58 <! годограф не охватывает точку /, 0 и система является 
устойчивой, при (М/Ё„)5Ю >> 1 точка 1, © оказывается внутри годо- 
графа и система является неустойчивой. 


и) 
—*09 
ш, 


а) 5) 
Рис. 8.15 


Следует отметить, что при более сложной схеме устройства форма 
годографа иногда бывает настолько усложненной, что по ней трудно 
судить о том, охватывается или не охватывается годографом точка /, 
Ю. В подобных случаях оказывается полезным критерий, вытекающий 
из критерия Найквиста, основанный на подсчете числа пересечений 
оси (о) на участке 1[, оо. Для устойчивости системы необходимо, 
чтобы годограф либо вообще не пересекал этот отрезок (как на 
рис. 8.13, 6), либо пересекал его в положительном и отрицательном 
направлениях одинаковое число раз. Так, например, на рис. 8.15, 6 
число пересечений оси абсцисс на отрезке /, со в положительном и от- 
рицательном направлениях одинаково. Система устойчива. В преды- 
дущем же примере (рис. 8.15, а) ось абсцисс на отрезке /, оо пересе- 
кается дважды в одном направлении (сплошной линией при о > 0 
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и совпадающей с ней пунктирной линией при ® < 0). Система неустой- 
чива. 

Критерий Найквиста получил наибольшее распространение в 
радиоэлектронике, автоматике и других смежных областях. Основное 
его преимущество: удобство оперирования с амплитудно-частотной 
и фазо-частотной характеристиками разомкнутой системы. В неко- 
торых системах, например содержащих линии, этот метод, по существу, 
является единственно приемлемым. 


Рис. 8.16 Рис. 8.17 


Вместо полярных диаграмм (годографов), изображенных на 
рис. 8.13 и 8.15, при применении критерия Найквиста могут быть ис- 
пользованы обычные амплитудная и фазовая характеристики разомк- 
нутой системы. 

Действительно, длина вектора А (іо), как это ясно из выражения 
(8.31), есть не что иное, как модуль коэффициента передачи разомкну- 
той цепи АВ, т. е. амплитудная характеристика этой цепи, а аргумент 
Ф, (рис. 8.16), равный 

о (0 


Ф =агсів 219 = р, (о) + Фв (©), (8.34) 


и (63) 


есть фазовая характеристика цепи АВ. 

Совместив на общем графике амплитудную и фазовую характери- 
стики, нетрудно ответить на вопрос об устойчивости системы. 

Если при изменении 0 от 0 до со фаза Фф, не достигает величины п 27, 
где п — целое число, то замкнутая система устойчива при любой 
величине КВ. С другой стороны, если КВ при любой частоте меньше 
единицы, то система устойчива при любой фазовой характеристике. 
Система неустойчива, если имеются частоты, при которых одновре- 
менно выполняются два условия": 


1 Следует подчеркнуть, что возможны случаи, когда несмотря на наличие 
таких частот система устойчива, как это было представлено на рис. 8.15, б, Для 
неустойчивости системы приведенные условия необходимы, но еще недостаточны. 
Необходимым й достаточным условием неустойчивости является охват годог- 
рафом Но} точки /, 10, 
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Ф, - Ф, == п2п, 
(8.34) 
Н= КВ > 1, п— целое число. 


По существу, эти два условия необходимы для обращения в нуль 
знаменателя в выражении (8.7), определяющем передаточную функ- 
цию замкнутой системы. 

Пример амплитудной и фазовой характеристик устойчивой системы 
с обратной связью показан на рис. 8.16, а для неустойчивой — на 
рис. 8.17. На рис. 8.17 о, — частота паразитной генерации. На 
рис. 8.16 и 8.17 отложены абсолютные значения Фф, = Фф, +- Фв. При 
учете знака наклон фазовых характеристик будет а ма ар 

При построении этих характеристик учтено, что при ® = Ои о = 
величина КВ обращаетя в нуль. При о — 0 это обусловлено влиянием 
последовательно включенных конденсаторов в канале Ж или В (см., 
например, рис. 8.4), а при ® > оо — влиянием шунтирующих ем- 
костей (междуэлектродные емкости, емкость монтажа и т. д.). Полное 
изменение фазы при изменении о от 0 до оо зависит от характера и 
числа звеньев в усилителе и в цепи обратной связи. 


8.8. ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ В СИСТЕМАХ С ЗАДЕРЖКОЙ 


Рассмотрим систему, состоящую из линейного четырехполюсника 
с передаточной функцией А (іо) и «идеальной» линии задержки Т, 
с выхода которой напряжение {5 вводится обратно в цепь возбуждения 
последовательно с генерато- 
ром э. д. с. Ё (рис. 8.18). 

Под идеальной подразуме- 
вается линия, в которой вре- 
мя задержки не зависит от 
частоты. Передаточная функ- 
ция подобной линии прини- Рис. 8.18 
мается равной е—®7. При 
этом предполагается, что затухание реальной линии учитывается 
четырехполюсником, имеющим передаточную функцию Ќ(іо). 

Отличие (непринципиальное) этой схемы от ранее рассмотренной 
(рис. 8.1) заключается в том, что независимо от частоты, кезфридиент 
В = 1, а передаточная функция прямой цепи равна 


К (о) е-@7Т = К (®) е! (9) -—97], (8.35) 


В соответствии с выражением (8.3) получаем для передаточной 
функции устройства, изображенного на рис. 8.18, следующую фор- 


мулу: 
, —іоТ 
Кош) = К. (8.35/) 
И 1—к(іо) е7 
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При достаточно большой величине Т для изменения в кольце фазы 
на 180° требуется относительно малое изменение частоты. Главной 
особенностью системы с запаздывающей обратной связью является 
поэтому то, что при достаточно широкой полосе прозрачности четырех- 
полюсника К(іо) обязательно имеются частоты, при которых обратная 
связь отрицательна, и частоты, при которых обратная связь положи- 
тельна. 

Как видно из выражения (8.35), первые из этих частот соответствуют 


условию 
[фк (©) —07 |= (26-1) л, 8==0, 1, 2, 3,..., (8.36) 


а вторые — 
[ф, (о) —@Т|=2Ал, 60, 1, 2, 3,... (8.36) 


Вблизи частот, соответствующих отрицательной обратной связи, 
модуль коэффициента передачи (іо) может быть сделан сколь угод- 
но большим. При этом опасность нарушения устойчивости системы не 
возникает. При частотах же, соответствующих положительной обрат- 
ной связи, для устойчивости системы модуль К(ѓіо) обязательно дол- 
жен быть меньше единицы (см. $ 8.6). В дальнейшем мы будем исхо- 
дить из условия, что в интересущей нас полосе частот К(®) либо вообще 
не изменяется, либо изменяется слабо. 

Поэтому условие устойчивости сводится к неравенству 


К (©) <1, 


которое должно выполняться на всех частотах. 
Считая это.условие выполненным, выражение (8.35’} перепишем в 


виде геометрической прогрессии 


К (о) = К (10) е 7 (1 + К (15) е 97 -+- [К (го)? е 297 -|...} = 
= (1) е— 7 -- [К (2) е-97 -- [К ({ю)]3е—39т --... (8.37) 
Соответственно 
0, = 0, Ко) ет 4 0, К (о) е—1297 +... (8.38) 


Правую часть этого выражения можно трактовать как сумму 
комплексных амплитуд напряжений, являющихся результатом после- 
довательных циркуляций в замкнутом кольце обратной связи: сла- 
гаемое ©, К(іо)е–‘©7 «проходит» через четырехполюсник К(іо) и линию 
задержки один раз, слагаемое ЁЛ [К(іо) ?е-—?°Т — два раза и т. д. 

Заметим, что в $ 8.1 подобная трактовка уже была использована 
[см. выражение (8.5)]. Однако только при наличии задержки, когда 
отдельные циркуляции разнесены во времени, такой подход приобре- 
тает наглядность и физическую осязаемость. 

Найдем амплитудную и фазовую характеристики передаточной функ- 
ции Ко(іо). 
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Для этого воспользумся формулами (8.9) и (8.10), в которые под- 
ставим 


В = 1: фв = 0; Ф = Ф, оТ. 


Здесь, как и ранее,через ф, обозначен аргумент К(іѓо), т. е. фазовая 
характеристика усилителя. 
Тогда получим 


К, (@) = КЭРШЫСИКӘЄ ЕЕ , (8.39) 
У 1—2К (6) соз (фе—©Т)-- К? (0) 


н а К (©) ѕіп (феи —©Т) 
Фо (©) = Фф, етта а (8.40) 
Поведение амплитудной и фазовой характеристик передаточной 
функции А (1%) существенно зависит от свойств четырехполюсника 
К(іо), входящего в кольцо обратной связи. Некоторые важные для 
практики случаи рассматриваются в дальнейших параграфах дан- 
ной главы. 


8.9. ГРЕБЕНЧАТЫЙ ФИЛЬТР 


Сначала допустим, что К(0) = К == сопѕі и ф,(о) = 0 при 0 < 
< о < оо, т. е. что четырехполюсник составлен из одних лишь оми- 
ческих сопротивлений. Тогда при частотах, отвечающих первому ус- 
ловию (8.36), соѕ оГ = —1 и Куо) в соответствии с формулой (8.39) 
проходит через минимумы, а при частотах, отвечающих второму усло- 
вию (8.36), — через максимумы. 

Таким образом, минимальные значения амплитудной характери- 
стики 


К 
К. (9н) тк, (8.41) 
а максимальные 
Ко (а) = с: (8.42) 


Частотный интервал между двумя соседними максимумами (или 
минимумами), как это ясно из а 36) (при аге А(іо) = Фф, = 0), равен 


Ау: ДА (8.43) 


а= 


Графики К (~) для нескольких значений К представлены на рис. 8.19. 

Амплитудно-частотная характеристика четырехполюсника с за- 
держкой в цепи обратной связи имеет вид «гребенки». Фильтры с та- 
кими характеристиками получили название «гребенчатых» фильтров. 
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Ширина 2Ао, каждого зубца гребенки, определяемая по ослабле- 
нию на границах до 11/2 от максимума, может быть найдена из соот- 
вошения 


Ко(®һ - Або) к 1— К 2 1: | 
Ко (651) УГЕЮ—ЭК соз (А.Т) И? 
откуда 
ЕРА 4К— Қ? — 1 неи ‚ ПК Ҳ 44 
соз Аа е — ==] Е (3.44) 
К (м 


$ ль тоо уо о 


Рис. 8.19 


При значениях К, близких к единице, соѕ Ло ,7Г также мало отли- 
чается от единицы и можно записать 
(1—0) 


соѕ До, Т = 1 — = 


С другой стороны, разлагая соѕ Д.Г в степенной ряд и учитывая 
лишь первые два члена ряда (что можно сделать, когда соѕ Ло Г бли- 
зок к единице), получаем 
(Ао Г)? 


соѕ До, Г = 1 — 
Г 


Приравнивая правые части последних двух выражений, находим, 
что Ло,Г = | — К, а вся «полоса пропускания» одного зубца гре- 
бенки. 

Ако, 08, (8.45) 
А 

С приближением К, т. е. коэффициента передачи разомкнутого 
тракта кольца, к единице толщина зубцов гребенки очень быстро умень- 
шается. Это свойство гребенчатого фильтра весьма ценно для выде- 
ления периодических сигналов из шумов или любых других помех с 


«размытым» спектром. Если время задержки равно периоду повторения 
сигналов, то в зубцы гребенки «попадают» соответствующие компо- 
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ненты дискретного спектра сигнала и лишь небольшая доля компо- 
нентов спектра помехи. Таким образом на выходе фильтра достигается 
повышение отношения сигнал/помеха. Следует, однако, отметить, что 
при введении в кольцо обратной связи усиления, приближающего К 
к единице, резко уменьшается запас устойчивости системы и облег- 
чается возникновение самовозбуждения (паразитной генерации). 

Обратимся к рассмотрению фазовой характеристики гребенчатого 
фильтра вблизи одной из частот ®»›,, соответствующей максимуму 
амплитудной характеристики. 

Перепишем формулу (8.40) с учетом того, что Фф, == 0, а оТ = (оз, 
-Ао)Т = 28л + ДОТ: | 


ї К зп (Лот) 
©) До) = —2Ал — АТ —агсір 2—3, 8.46 
Фо (9% + Ао) е 1 —К соѕ (АоТ) 
Наклон фазовой характеристики определяется производной 
4Фо ПИ И КТ соз АоТ —– ҚТ - __ 
4 (Ао) 1+ К2— ЭК соз ЛОТ. 
КЕ 1— К соѕ Аот | (8.47) 


1—2К соз АоТГ-- Ка * 


В точке Ло =0, т, е. при о в», 


йФо а Л. асар 1 (8.47') 
а (Аоф) |ди-=0 1—2К- К? 1— 


Замечаем, что наклон фазовой характеристики в зубцах гребенки 
превышает время задержки во столько же раз, во сколько модуль 
коэффициента передачи К (®з,) четырехполюсника с обратной связью 
превышает модуль Ккоэффициента передачи разомкнутого тракта 
[см. ф-лу (8.42)|. 

Все приведенные выше соотношения были получены при допущении 
о равномерности амплитудно-частотной характерстики К(«@). В ре- 
альных системах это условие, конечно, не выполняется. Влияние не- 
равномерности характеристики К(®) на форму гребенки однако не- 
трудно учесть. Как правило, в пределах одного зубца изменением 
К(о) можно пренебрегать. Изменение же этой характеристики на ши- 
роких частотных интервалах можно учесть подстановкой в формулы 
(8.39) —(8.47) значений К(@), соответствующих рассматриваемому 
участку диапазона. При этом оказывается, что даже незначительное 
изменение К() приводит к резкому, особенно при К(Ф) —= 1, изме- 
нению амплитуды «зубцов». Для иллюстрации этого свойства гребен- 
чатого фильтра на рис. 8.20 изображена амплитудно-частотная харак- 
теристика, получающаяся при изменении характеристики К (0) разомк- 
нутого тракта всего лишь от К = 0,9( при оГ < 10л) до К = 0,95 (при 
оТ >> 10л). 

Из приведенных данных видно, что линейная система с положитель- 
ной обратной связью обладаег свойствами, противоположными свой- 
сгвам линейной системы с отрицательной обратной связью: усугуб. 
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ление неравномерности амплитудной характеристики и увеличение 
фазовых сдвигов, присущих четырехполюснику разомкнутого тракта. 
Имеет место также подчеркивание нелинейных искажений, возника- 
ющих в усилительном элементе кольца. 

В заключение рассмотрим свойства передаточной функции Кр) 
на комплексной плоскости р = о + іф. 


е“ 

ко(—, 
24 К«0,95 | 
р. к-09 і 
; 
[ 
0 2х 4х бт ал пх соТ 4 
Г 


Рис. 8.20 Рис. 8.21 


Записывая выражение (8.35') в операторной форме [ИК(:0) = 
== К(р) = К считаем действительным и постоянным 


Ех Ке-?Т 
Но (р) = чт (8.48) 


и приравнивая знаменатель нулю, находим особые точки (полюсы) 
функции Ко(р): 


1— Ке?» —=0, е7. Қ, 
р, Т =а + іп?л, 
а=1пК а —(1—К). 


Таким образом, 
1—-К 27 
Ра = И 


Расположение особых точек р» на плоскости р показано на рис. 8.21. 


8.10. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
ГРЕБЕНЧАТОГО ФИЛЬТРА 


Основываясь на соотношении (5.18) 


+оо 
&(0=5- | К, (іо) е/о до 
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и подставляя вместо (іе) формулу (8.37), получаем для импульсной 
характеристики четырехполюсника с задержкой Т в цепи обратной 


связи следующее выражение: 


о дзю 
20-5 | Кое 7 до 21. | [Кор е @—2т) до... (8.49) 


Первое слагаемое представляет собой импульсную характеристику 
четырехполюсника К (ѓо), смещенную вө времени на величину 7 (в сто- 
рону запаздывания). 

Второе слагаемое является импульсной характеристикой каскад- 
ного соединения двух одинаковых четырехполюсников К(іо) с общим 
коэффициентом передачи [К(іо) ]?. Величина времени запаздывания 
в данном случае равна 27. Третье слагаемое определяет импульсную 
характеристику каскадного соединения трех четырехполюсников К(іо) 
с общей задержкой 37 ит. д. 

Таким образом, выражение (8.49) определяет импульсную харак- 
теристику четырехполюсника с обратной связью в виде импульсов, 
циркулирующих по замкнутому кольцу таким образом, что каждый 
последующий импульс пробегает на один четырехполюсник (іф) 
больше, чем предыдущий. Как правило, с возрастанием номера цир- 
куляции длительность отдельных импульсов возрастает. Поэтому 
если на первых пробегах эти функции при достаточно большой задерж- 
ке Т не перекрываются во времени, то в дальнейшем такое перекрытие 
является неизбежным. 

Рассмотрим сначала идеализированный случай А\( о) = К == 
== с0п${. Ясно, что при равномерном пропускании всего спектра от 0 
до оо каждый из членов выражения (8.49) представляет собой функцию 
вида К”б(! — пТ), т. е. единичный импульс, ослабленный в\*/К" раз 
и задержанный на ПТ сек. 

Таким образом, в данном случае 


20)= Кё(1—Т)-- К (1 —2Т) 4+ Кз8 (#—ЗТ) +... 


В тех случаях, когда К близко к единице, можно воспользоваться 
соотношением 
Іа К = 10 [1—(1-—А)] = –(1— К). 
Тогда 
К — еп К — е! 1—К) 
Қ? == е2 19 К — е-2.41-—К), 


Можно поэтому считать, что коэффициенты при единичных импульсах, 
возникающих на выходе четырехполюсника через интервалы Т, убы- 


і 
вают по закону е7 (рис. 8.22, на котором дельта-функции не 


обозначены). р 
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Отсюда следует, что постоянная времени гребенчатого фильтра 
равна Т/(1— К). Заметим, что этот результат совпадает с найденным 
в предыдущем параграфе наклоном фазовой характеристики фильтра 


. 27 
вблизи одной из точек @2. = т. 


Рассмотрим теперь другой важный для практики случай, когда 
входящий в кольцо обратной связи четырехполюсник представляет 
собой избирательную (резонансную) цепь. 


0. ТР РЕ... т 


Рис. 8.22 


Для упрощения математического анализа целесообразно исходить 
из «гауссова» фильтра с коэффициентом передачи 


(6-й 
р — ой (ю—ю Е 
К (ію) = Ае 2 (9—0р) 1 (8.50) 
где ®«, — резонансная частота фильтра; В — половина полосы про- 


пускания, определяемая по ослаблению на границах до е-!/2; В — 
наклон фазовой характеристики (линейной); А < 1 (из условия устой- 
чивости системы). 

Импульсная характеристика фильтра, определяемая первым сла- 
гаемым правой части формулы (8.49), приводится к виду ' 


> „ЕР 
А2 2 с0$ 0, (8.51) 
л 
а при учете задержки Т 
у Ш 
абе 2 соз ө, (2—7). (8.59) 
л 


Таким образом, первое слагаемое формулы (8.49) представляет собой 
«гауссов» импульс с длительностью 2/6 (на уровне 1/е!/?) и с частотой 
заполнения 0@}. | 

При определении функции времени, соответствующей второму 
слагаемому формулы (8.49), следует иметь в виду, что возведение в 


1 Это выражение нетрудно получить с помощью (5.18). 
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квадрат К(іо) эквивалентно снижению вдвое Б? и увеличению вдвое 
{о (и, конечно, возведению в квадрат 4). 
Поэтому функция, аналогичная (8.51), должна быть записана в 


форме 
— 5* 
——5 (1-21 
о РОН соѕ ®р в, 
2л 
а с учетом задержки на 2Т 


_ р? Р 
о, (0) = Аа а еЗ ОЗН озо, @-2Т), (8.53) 
2л 


Для п-го члена формулы (8.49) получим следующее общее выражение: 


а р^ А 
2, (0) = А" 2 Е соз о ({—иТ). (8.54) 
п 


_ Отсюда видно, что после п-го пробега по кольцу длительность им: 
пульса возрастает в Уи раз (по сравнению с первым пробегом), а ам- 
плитуда импульса уменьшается в /п/4"! раз (напомним, что А << 1). 

Этот результат можно сформулировать в виде общего правила: су- 
жение полосы пропускания четырехполюсника, входящего в кольцо 
обратной связи, приводит к убыстрению убывания циркулирующих 
импульсов и увеличению их длительности, 


8.11. ПРОЦЕССЫ УСТАНОВЛЕНИЯ 
В ГРЕБЕНЧАТОМ ФИЛЬТРЕ 


Рассмотренные в предыдущих параграфах свойства функций пере- 
дачи К,(р) и импульсных характеристик 2(/) позволяют выявить глав- 
ные особенности протекания процессов установления в гребенчатых 


фильтрах. 

Пусть к системе, изображенной на рис. 8.18, в момент # == 0 при: 
кладывается э. д. с. произвольной формы е(}. 

Переходя к изображению этой э. д с. по Лапласу Е(р) и основы- 
ваясь на выражениях (8.35') и (8.37), которые в операторной форме 
имеют вид 


_ К(ре 7 __ р 2 а9рТ 25 
Ко (р) = ———— = К(р)е-?7 - [К (р)? е-22РТ- [К (р) е-32Т 4-..., 
1— К (р) е-27 


можно записать общее выражение для сигнала на выходе системы 
[см. выражение (6.6)]. 
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| у Ное 25 | Е 
Чвых (0) = =: | ЕРЕ етар = 1. | Е(р) К(р)е? “7 4р+ 


ых м 1—К(р) ве—РТ 24 ы 
с-Е1 оо 
Е =. | Е (р) [К (р) е? “—27) др +... (8.55) 
с— іс 


Первое слагаемое в правой части этого выражения определяет изме: 
менение входного сигнала после первого пробега через четырех: 
полюсник К(р) и линию задержки, второе слагаемое — после двукрат- 
ного пробега по кольцу, третье слагаемое — после трехкратного про: 
бега и т. д. 

Таким образом, для 0< і< Т напряжение на выходе системы 
равно нулю, для Т < # < 2Т это напряжение определяется первым 
слагаемым, для 2Т < і < ЗТ полное выходное напряжение является 
суммой первых двух слагаемых, для ЗТ < {< 4Т — суммой трех сла: 
гаемых и т. д. 

В тех случаях, когда входной сигнал е(#) имеет характер импуль- 
са с длительностью, меньшей, чем время задержки Т, причем при по- 
следовательной циркуляции по кольцу эффект удлинения импульсов 
проявляется незаметно, в суммировании слагаемых выражения (8.55) 
нет необходимости: каждое слагаемое определяет полное выходное 
напряжение в соответствующие моменты времени. 

Выражение (8.55) по своей структуре совпадает с (8.38) с тем, од- 
нако, различием, что (8.38) определяет комплексную амплитуду уста: 
новившегося гармонического напряжения с частотой о, а (8.55) — мгно- 
венное значение выходного напряжения при произвольной форме вход: 
ного сигнала. 

Рассмотрим включение гармонической э. д. с. е(1) = Еозто! 
в момент # = 0. 

Задавая определенную функцию К(р) и подставляя изображение 
синусоидальной э. д. с. по формуле 

оо 
Е (р) = \ Ез ѕіп оѓе?7 й = Е 


0 


0 


нетрудно найти каждое из слагаемых правой части выражения (8.55). 
По истечении достаточно большого времени на выходе системы уста- 
новится напряжение с частотой о и комплексной амплитудой, определя: 
емой выражением (8.38). С целью максимального упрощения задачи 
допустим, что К(іо) = К = соп$4 при 0 < о < оо. 

Тогда: Г 

для 0 < {< Т правая часть равна нулю, 

для Г<1< 2Т все слагаемые, кроме первого, равны нулю, 
а первое равно 


КЕ, ѕіп (0 —әТ), 
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для 2Т < {< ЗТ отличны от нуля два первых слагаемых, которые 
дают суммарное напряжение 


КЕ, ѕіп (о — ТГ) К? Е, ѕіп (01 —20Т) и т. д. 
Для ИТ <<і<(п +1) Т имеем 


(1) = КЕ, зт (о — оТ) + К?Е, ѕіп (01 —20Т) ++ 
+... + К"Е, зп (оі —– пот). (8.56) 


Ивых 


Через каждый промежуток времени Т к ранее действовавшему на 
выходе напряжению добавляется (скачком) синусоидальное напря- 
жение с амплитудой, в 1/К раз меньшей 
(К < 1 по условию устойчивости системы), 
и с фазой, на оТ отстающей от фазы преды- 
дущего скачка напряжения. 

Результирующее выходное напряжение 
изобразится вектором ОА, скачком изме- 
няющим свою длину и положение в мо: 
менты Е = Т, ЭТ, ЗТ ... (рис. 8.23). При 
#—- оо длина вектора ОА обращается в 


Ко( ›) Ё. 
Если частота э. д. с. х кратна величи- 
не Эл/Т, т. е. оТ = Рл, где Е — любое Рис. 8.23 


пелое число, то все парциальные векторы 
складываются в фазе и амплитуда выходного напряжения изменяет- 
ся так, как это показано на рис. 8.24. 

В тех случаях, когда четырехполюсник К({) является инерцион-. 
ным, приращения амплитуды и фазы в моменты і=Т, оТ... изменяются 
не скачкообразно, а плавно. Точный закон изменения амплитуды и 
фазы может быть определен на основе выражения (8.55). 


ГК? оч 
РИОШИ 
ХИ | ) | тА 
97 
е 47 


27 


Рис. 8.24 
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8.12. НАКОПЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 

Пусть сигнал на входе гребенчатого фильтра имеет вид периоди- 
ческой последовательности импульсов произвольной формы с периодом 
повторения Т, равным времени задержки фильтра. 


заза бт 


и ггг 
ЕЕ 
0) уу 77 37 47 ст 
КЕ р? і 
А ЙЕ 75 
ЕКЕТ 
6) > 
Ре И оз. | 
лью 
2 , - 
КЕ 2 
ИИ 
2) > 
я Чвых = Ёт 


\ 


;1 Ч 
Е С 
ТБ: 
ЕЕ: 
Т 2737 47 2 


Рис. 8.25 


Этот случай представляет для практики особый интерес, так как 
гребенчатый фильтр широко применяется для фильтрации именно пе- 
риодических сигналов, точнее, «пачки» одинаковых импульсов с по- 
стоянными временными интервалами. 

Полагая, как и ранее, А(іо) = К = сопѕї, а также считая линию 
задержки «идеальной» (см $ 8.8), приходим к следующему очевидному 
результату: каждый входной импульс порождает на выходе системы 
серию импульсов, отстоящих один от другого на время Т и имеющих 
амплитуды, убывающие по закону К, К?, К?, .... 
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На рис. 8.25, а показана периодическая последовательность вход- 
ных импульсов, начинающаяся с момента { = 0, а на рис. 8.25, 6, 
в, гит. д. — Г, П ит. д. серии убывающих импульсов, возникающих 
на выходе под действием соответственно 1-го, 2-го и т. д. входных им- 
пульсов. 

Суммируя (по вертикали) последовательности І, П ит. д., получим 
в моменты #: 


1=0  иых=0, 

= Г йе АЕ, 

і=2Т иы = К(1- К)Е, 

{= ЗТ и, аа РААН А 


і= пТ а КАФКА К+. Ка) Е. 


При п- оо, {— оо, мы (нижний график на рис. 8.25), 


121145 
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Т 47 57 67 77 87 97 107 
Рис. 8.26 
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Нетрудно установить, что огибающая выходных импульсов нараста- 


1 
—( 1-—К) 
ет по закону 1 — е Т ‚ как это и должно быть при импульсной ха- 


рактеристике, изображенной на рис. 8.22. Таким образом, имеет место 
накопление сигнала. 

К этому же результату можно прийти и с помощью спектрального 
подхода: разлагая входной сигнал в ряд Фурье и применяя к каждой 
гармонике результаты, полученные в предыдущем пункте для вклю- 
‚ чения синусоидальной э. д. с., найдем, что после окончания процесса 
установления амплитуда каждой из гармоник на выходе увеличивается 
в 1/(1— К) раз. Так как частоты всех гармоник кратны величине 27 /Т, 
то фазовые соотношения в спектре сохраняются и выходные импульсы, 
совпадая по фазе с входными, возрастают в К/(1 — К) раз. 

В случае пачки из № импульсов получается построение, показанное 
на рис. 8.26 (для № = 5, К = 0,8). 

При учете инерционности четырехполюсника К({%) задача сильно 
усложняется, так как приходится учитывать не только ослабление 
амплитуды, но и изменение формы импульса при последовательных 
циркуляциях по кольцу обратной связи. 

Не останавливаясь более подробно на рассмотрении подобных задач, 
ограничимся приведенными выше рассуждениями, весьма наглядно 
поясняющими суть процесса накопления в гребенчатом фильтре при 
совпадении периода повторения сигналов с временем задержки в коль- 
це обратной связи. 


8.13. РЕЦИРКУЛЯТОРЫ 


Для систем с обратной связью без специальных линий задержки 
метод расчета, основанный на циклическом обходе замкнутой системы, 
по существу, является всего лишь формальным приемом. 

При сигналах же, коротких по сравнению со временем задержки, 
использованное в предыдущих параграфах данной главы понятие 
о «циркуляции» сигналов в кольце отображает реальный физический 
процесс. 

Для современной радиоэлектроники особый интерес представляют 
«кольца», способные обеспечивать достаточно большое число циркуля- 
ций без заметного искажения сигнала. Помимо того, что подобная си- 
стема представляет собой гребенчатый фильтр (см. $ 8.9), она может 
быть использована в качестве «памяти», т. е. устройства, запасающего 
информацию. Чем меньшие искажения претерпевает сигнал при про- 
беге по кольцу, тем меньше разрушается содержащаяся в нем инфор- 
мация и тем, следовательно, большее число циркуляций может быть 
нспользовано для запасания информации. Ясно поэтому, что длитель- 
ность памяти подобного устройства, иногда называемого рецирку- 
лятором, равна времени задержки Т, умноженному на число не- 
искаженных циркуляций №. 
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Построение рециркуляторов на большие значения № является весь- 
ма сложной задачей. Дело в том, что № пробегов сигнала по кольцу 
эквивалентно одному пробегу того же сигнала через № каскадно сое- 
диненных четырехполюсников, каждый из которых содержит все эле- 
менты кольца. При этом резко подчеркиваются все дефекты амплитуд- 
но- и фазо-частотных характеристик усилителей, используемых 
в кольце для компенсации весьма большого затухания линии задержки. 

Для более отчетливого представления о возникающих трудностях 
полезно напомнить, что при снижении на какой-либо частоте амплитуд- 
но-частотной характеристики в кольце до К (относительно максималь- 
ного значения, приравненного единице), неравномерность тракта, 
эквивалентного № пробегам, составляет К^. 

Так, например, при ослаблении всего лишь на 1%, т. е. при К = 
= 0,99 и М = 100, ослабление характеристики эквивалентного тракта 
ИЗ 100 четырехполюсников составит 0,9910° ду 0,37. 

В связи с этим простые рециркуляторы «амплитудного» типа при- 
годны практически для относительно небольшого числа циркуляций, 
не превышающего нескольких десятков. 

Для увеличения памяти используются способы, основанные на 
различных преобразованиях входного сигнала, позволяющих облег- 
чить требования к характеристикам кольца. 


Нелинейные цепи и методы их анализа 


9.1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Основные радиотехнические преобразования осуществляются 
с помощью либо нелинейных систем, либо линейных систем с перемен- 
ными параметрами. Однако линейные параметрические системы ре- 
ализуются тоже с помощью нелинейных элементов (например, ем- 
кость р-п перехода в полупроводниковом диоде), а некоторые пара- 
метрические системы сами работают в существенно нелинейном ре- 
жиме (например, параметрический генератор). Поэтому можно счи- 
тать, что изучение свойств нелинейных элементов и систем является 
фундаментом для теории большинства реальных радиотехнических 
устройств. Приведем некоторые примеры нелинейных элементов. 

Следует различать резистивные нелинейные эле- 
менты (сопротивления) и реактивные нелинейные 
элементы (индуктивности, емкости). 

Для радиотехнических цепей и устройств наиболее характерными 
и распространенными резистивными нелинейными элементами явля- 
ются ламповые, полупроводниковые и любые другие приборы, ис- 
пользуемые для усиления или преобразования сигналов и имеющие 
нелинейную вольтамперную характеристику. Важными параметрами 
резистивных нелинейных элементов являются определенные сответ- 
ствующим образом их сопротивление или проводимость. 

При использовании нелинейного элемента в качестве двухполюс- 
ника, например, при включении источника напряжения между анодом 
и катодом диода или триода, отношение 


ВВ. 8 (9.1) 
1 |е=Е, іо 
можно трактовать как сопротивление рассматриваемого нелинейного 
элемента постоянному току при фиксированном значении е = Ё, 
(рис. 9.1). 

С другой стороны, при наложении на постоянное напряжение до- 
статочно слабого сигнала е.(!) можно говорить о дифференциальном 
сопротивлении, определяемом как производная 22/4! в точке Г = {, 
(рис. 9.1). : 

При использовании нелинейного элемента в качестве активного, 
управляемого сигналом четырехполюсника (ламповый триод, пентод, 
транзистор или любой другой усилительный прибор) основной инте- 
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рес представляет крутизна характеристики прибора. Говорить о кру- 
тизне характеристики для постоянного тока, очевидно, не имеет смысла. 
Поэтому различают два следующих определения крутизны: а) крутиз- 
на характеристики в рассматриваемой рабочей точке при слабом сиг- 
нале («дифференциальная крутизна»), б) крутизна 
при сильном синусоидальном колебании (средняя крутизн а). 
С первым понятием крутизны, соответствующим линейному режиму 
работы прибора, мы имели дело в гл. 6—7, где эта крутизна обознача- 
лась $ или а (см. выражения (6.68), (7.108) и дрі. 


С 


Рис. 9.1 Рис. 9.2 


Второе определение крутизны соответствует существенно нелиней- 
ному режиму работы устройства и может быть дано лишь при учете 
формы вольтамперной характеристики нелинейного элемента. Это 
будет сделано ниже. 

Примером нелинейной емкости может служить любое устройство, 
обладающее нелинейной вольткулонной характеристикой (е). 

На рис. 9.2 пунктирными линиями изображены вольткулонная 
характеристика 4,(е) и емкость С, = 9,(е)/е = сопѕі для обычного 
(линейного) конденсатора, а сплошными линиями — аналогичные 
характеристики 4,„(е) и С,„(ё) = 9,„(е)/е для нелинейного конден- 
сатора. 

Независимо от характера зависимости С, „(е), для заряда 4, 
как и в случае линейной емкости, имеет место соотношение 


Чнл (е) = Сл (е) е. (9.2) 


В дальнейшем нелинейная емкость будет обозначаться С(е). 

Если приложенное к емкости С(е) напряжение изменяется во вре- 
мени, то ток через емкость может быть определен с помощью одного из 
двух эквивалентных выражений: 
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а= 24 а б" 
а[С ас (е) аг 
1()= [ 428 рее а =. 


а [4640 а 
РИ +) 


(9.3) 


Если напряжение е изменяется в небольших пределах в окрест- 
‚ ности точки е=Ёо, то емкость можно 
С представить в виде выражения 


со 416 


ае а= Е, 


(9.4) 


6(0) Определенную таким образом ем- 


кость иногда называют 


диффе 


ренциальной емкостью. 
На рис. 9.3 изображена зависи- 


0 е мость С(е) для емкости полупровод- 

никового диода. Последняя кривая 

Рис. 9.3 при е< 0 хорошо аппроксимируется 
формулой 


се=с®у т — 


(9.5) 


где Фф, — контактная разность потенциалов, зависящая от кристалла, 


примесей и др.; е— внешнее (обратное) напряжение. 


Наконец, катушка с ферромаѓнитным сердечником, обтекаемая 
сильным током, доводя:щим сердечник до магнитного насыщения, яв- 


ляется примером нелинейной индуктивности [(1. 


Соотношение между током і и напряжением ш; на индуктивности 


следует из исходного выражения для потокосцепления 


Ф=[. (1. 
Очевидно, 
аф аі. аі 
ив. : ео = 


Е 


Если задано напряжение й; (#) на индуктивности /. = 


то, очевидно, 


(и, (0) 4=Ф0) 100-10), 
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(9.6) 


(9.7) 


От 


и, как и в случае линейной индуктивности, 


А 1 
= тоу (а. (2) аі. 


Под дифференциальной индуктивность ю под- 
разумевается величина 
аФ (1) 


[= 
й аі 


. (9.8) 


і= Т, 


Понятиями дифференциальные сопротивление, емкость и индук- 
тивность широко пользуются при рассмотрении воздействия относи- 
тельно слабых сигналов на нелинейные элементы. При этом нелиней- 
ность элемента проявляется лишь в том, что величины Ю, С и [. за- 
висят от величины управляющего напряжения (или тока), определя- 
ющей положение рабочей точки на нелинейной характеристике. По 
отношению же к слабому сигналу подобный элемент является линей- 
ным устройством с переменным параметром (если управляющее на- 
пряжение изменяется во времени). 

Свойства таких устройств рассматриваются в гл. 11. 


9.2. АППРОКСИМАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 


Для анализа и расчета нелинейных цепей требуется задание вольт- 
амперных или иных аналогичных характеристик нелинейных элементов 
в аналитической форме. 

Реальные характеристики обычно имеют сложный вид, затрудня- 
ющий точное их описание с помощью достаточно простого аналитиче- 
ского выражения. 

В технике широкое распространение получили способы представ- 
ления характеристик относительно простыми функциями, лишь при- 
ближенно отображающими истинные характерстики. Замена истинной 
характеристики приближенно представляющей ее функцией называет- 
зя аппроксимацией характеристики. 

Выбор оптимальной аппроксимации зависит от вида нелинейной 
характеристики, а также от режима работы нелинейного элемента. 
Одним из наиболее распространенных способов аппроксимации яв- 
ляется аппроксимация степенным полиномом. В гл. 6 такая аппрокси- 
мация была использована для исследования линейного усилителя со. 
слабо выраженной кривизной вольтамперной характеристики. В этой 
и последующих главах степенной полином используется для анализа 
существенно нелинейного режима работы системы, когда нелинейность 
явлется не вредным, паразитным, а полезным, рабочим фактором. 

Запишем аппроксимирующий степенной полином в форме выра- 
жения (6.68), в котором входной сигнал $ заменим напряжением е,, 
а постоянную величину ао, фиксирующую положение рабочей точки, — 
напряжением е == Ё, (см. рис. 9.1) 


КЕ, +е,) = (Е) + ае, Ве: + үе... (9.9) 
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Если под нелинейным элементом подразумевается вакуумный 
диод, то е и і соответствуют анодному напряжению е, и анодному 
току і,. В случае вакуумного триода или пентода е соответствует нап- 
ряжению на управляющей сетке, а і — анодному току. В случае 
полупроводникового триода е — напряжение смещения между эмит- 
тером и базой, а і — ток коллектора ит. д. 

Как уже указывалось в $ 6.8, коэффициен- 
ты а, В, у... определяются выражениями: 


1 ја 
== а у (9.10) 


4 
Е, ЕО е у= з (=) 


Рис. 9.4 
и так далее. 


Нетрудно видеть, что & представляет собой крутизну характеристи- 
ки в точкее = Ё, т. е. я = 40 (см. рис. 9.1), В — первую производ- 
ную крутизны (с коэффициентом !/,), ү — вторую производную кру- 
тизны ( с коэффициентом 1/31} ит. д. 

При заданной форме вольтамперной характеристики величины 
коэффициентов а, В, үи т. д. существенно зависят от Ё, т. е. от по- 
ложения рабочей точки на характеристике. 

Рассмотрим некоторые типичные и важные для практики случаи. 

1. Рабочая точка расположена на начальном участке характери- 
стики, имеющем вид квадратичной параболы (рис. 9.4). Предполагает- 
ся, что подводимое к нелинейному элементу напряжение сигнала, на- 
кладываясь на постоянное напряжение ЁЕ., не выходит за точку 
Е,, т. е. за начало характеристики. 

Выражение (9.9) в данном случае может быть записано в виде поли- 
нома второй степени 


КЕ, +е,) = КЕ) ое, 4- Вез. (9.11) 
Коэффициент о определяется выражением 
— [4 БА 
я ( ае ) „= 5, 


где $ — крутизна характеристики в рабочей точке е = Ё,. 
Коэффициент В определяется из условия, что при е, = Ё, —Ё, 
ток і == 0, откуда получаем уравнение 


(Е) 5 (Е,—Е,) + В(Е, Е)? = 0. 
Таким образом, 


в БОЕВ 
(Е, —Е о)? 
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° 9. Рабочая точка является точкой перегиба характеристики, по- 


казанной на рис. 9.5. 
В точке перегиба кривой і = /(е) все производные четного порядка 


равны нулю. Поэтому коэффициенты при четных степенях в выраже- 
нии (9.9) обращаются в нуль и последнее может быть записано в форме 


(Е, е.) = 1(Е,) ае,-+ тез е‹-+... (9.19) 


Для упрощения анализа часто ограничиваются полиномом всего 
лишь третьей степени без квадратичного члена («неполным полиномом 


третьей степени»): 
і (Е,+ е.) = (Е) 4-е, +- уе. (9.13) 


= == а о да она оь ль = 
-– - ~ = = а == 


| 0 1 Ед | е а Е 0 5 2 
И инна дана 7 аан! 


Рис. 9.5 Рис. 9.6 


Соответствующая этой аппроксимации характеристика показана 
на рис. 9.5 пунктирной линией. Напряжение Е», соответствующее 
экстремумам аппроксимирующей функции и отчитываемое от е == Ё, 
иногда называют напряжением насыщения. Заданием 
этого напряжения, а также о (крутизны $ в точке Ео), однозначно 
определяют коэффициент у в выражении (9.13). 

Действительно, в точке Ё, + Ех, т. е. при амплитуде входного 
сигнала е, = ЕЁ,,, выполняется тождество 


м = о ЗЕ =0, 
ае; е;=Ем 


откуда 


Е. (9.14) 


Отметим, что аппроксимацией (9.13) допустимо пользоваться, когда 
напряжение е, не выходит за пределы Е. 

3. Рабочая точка находится на нижнем сгибе характеристики, 
изображенной на рис. 9.6. 

Если изменение напряжения настолько велико, что используется 
участок, обозначенный на оси абсцисс буквами а — ё, то для удов- 
летворительной аппроксимации требуется полином пятой или более 
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‚ высокой степени. При этом анализ сильно усложняется и применение 
степенного полинома для практических расчетов оказывается неэффек- 
тивным. 

При очень больших амплитудах сигнала часто оказывается удоб- 
ным заменять реальную характеристику идеализированной, линейно: 
ломаной, составленной из отрезков прямых линий. Такое представ- 
ление характеристики называется кусочно-линейной ап- 
проксимацией. Некоторые примеры кусочно-линейной аппрок- 


симации изображены на рис. 9.7. 
Рис. 9.7, а соответствует случаю, когда используется нижний сгиб 
и линейная часть характеристики (участок а — с); рис. 9.7, 6 — когда 


Рис. 9.7 


сигнал захватывает нижний и верхний сгибы (участок а— а), а 
рис. 9.7, в — когда сигнал достигает также и падающего участка 
характеристики (участок а — }). Следует особо подчеркнуть, что 
замена реальной нелинейной характеристики линейными отрезками 
не означает линеаризации цепи. Так, например, несмотря на то, что 
на участке 6 — с (рис. 9.7, а) характеристика линейна, по отношению 
к сигналу, захватывающему область изменения а — с, система в целом 
является существенно нелинейной. 

Кусочно-линейная аппроксимация особенно проста и удобна для 
исследований и расчетов, когда основное значение имеет нижний 
сгиб характеристики, т. е. когда можно ограничиваться двумя пря- 
мыми (рис. 9.7, а). При более сложной форме используемого участка 
характеристики число аппроксимирующих отрезков растет, и кусочно- 
линейная аппроксимация теряет свои преимущества. В подобных слу: 
чаях иногда для аппроксимации применяются различные трансцен- 
дентные функции, например гиперболический тангенс, экспоненци- 
альные функции и некоторые другие. 

Описанные выше приемы аппроксимации применимы и к соответ- 
ствующим характеристикам реактивных нелинейных элементов. 


1 Крылов Н. Н. Электрические процессы в нелинейных элементах ра: 
диоприемников. Связьиздат, 1949. 
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9.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРА В ЦЕПИ 
С РЕЗИСТИВНЫМ НЕЛИНЕЙНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ 


Пусть на нелинейный элемент с вольтамперной характеристикой 
і = Ке) подается напряжение сигнала е,(#), спектр которого $(о) 
известен. 

Под выходной величиной можно подразумевать ток (42), протека 
ющий через нелинейный элемент под действием напряжения е,(/). 

Требуется определить спектр /(®) функции КВ. Можно написать 
общее выражение 


ос 


(о) = {00е а= \ ре, (Ле а. (9.15) 


— 00 —_со 


При задании нелинейной функции [(е,) даже в виде аналитического 
выражения, как правило, не удается выразить 1(6) непосредственно 
через спектральную плотность Е;(@) исходного сигнала. Это объяс- 
няется тем, что в нелинейном элементе возникают новые частоты и 
состав спектра функции 47) отличается от состава спектра функции 
е,(1). Поэтому приходится отказываться от общей постановки вопроса 
и ограничиваться некоторыми упрощенными моделями сигналов и 
устройств. 

Большое распространение получил анализ, основанный на рассмот- 
рении воздействия гармонического и бигармонического колебаний на 
нелинейное устройство, характеристика которого аппроксимируется 
степенным полиномом. Подобный анализ, далеко не исчерпывающий 
вопроса о преобразовании спектров реальных сигналов, несущих в себе 
информацию, все же позволяет выявить некоторые принципиальные 
свойства нелинейных устройств. 

Рассмотрим сначала воздействие гармонического колебания е,({) = 
= Ёсоѕ «юѓ на нелинейность, описываемую выражением (9.9). 

Не повторяя рассуждений $ 6.8 и основываясь на формуле (6.70), 
можно прийти к выводу, что спектр тока {{#) должен, в общем случае, 
содержать постоянную составляющую /, и гармоники с частотами по, 
где И = 1, 2; 8 

Спектрограмма подобного тока изображена на рис. 9.8, а. 
[о обозначает приращение постоянного тока, обусловленное четными 
степенями ряда (9.9). 

Соотношение между амплитудами отдельных гармоник зависит 
от характера нелинейности, положения исходной рабочей точки на 
характеристике, а также от амплитуды возбуждающего колебания. 

В зависимости от назначения нелинейного устройства некоторые 
из составляющих спектра являются полезными продуктами преоб- 
разования, а другие — вредными, подлежащими подавлению. 

Так, в случае выпрямления переменного напряжения, с помощью 
фильтра нижних частот выделяется постоянная составляющая /,. 
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В устройствах, предназначенных для усиления высокочастотного 
гармонического колебания, без преобразования частоты, стремятся 
соответствующим выбором режима работы подчеркнуть амплитуду 
первой гармоники /1. При этом высшие гармоники, а также постоян- 
ная составляющая отсеиваются с помощью частотного фильтра. То же 
самое относится к амплитудным ограничителям резонансного типа. 

Спектрограмма, изображенная на рис. 9.8, а, указывает на воз- 
можность осуществления с помощью нелинейного устройства также и 
умножения частоты гармонического колебания. Для этого на выходе 
устройства должна быть выделена одна из высших гармоник с часто- 
той п. 


Рис. 9.8 


На рис. 9.8, б показаны полосы прозрачности (заштрихованы) 
фильтров, осуществляющих выделение полезных составляющих спект: 
ра соответственно при выпрямлении, нелинейном усилении, а также 
при использовании нелинейного устройства в качестве умножителя 
частоты. 

Рассмотрим воздействие на нелинейное устройство бигармониче- 
ского колебания 


е, (1) = Е, соѕо; і Е, соѕ о, (9.16) 


Подстановка (9.16) в ряд (9.9) приводит к следующим результатам: 
для линейного члена ряда 


ае, (і) = «Еу соѕ о, -- «Е. соѕ 0, Г; (9.17) 
для квадратичного члена ряда 
Ве: (1) = В (Е, соѕо, і + Е, с0$ о, 2? = 
= ВЕ? соѕ? о, { 4 ВЕ? соѕ? в, 1-Е ВЕ, Е, соѕ о, #603 0, Ё =ж 
= В (Е? + Е?) + ВЕ? соѕ 9, Е-- 
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+. -- ВЕ? соз 20, 1-- ВЕ, Е, [соз (о; -- 6.) 4-соѕ (ог 0) И. (9.18) 


Первое слагаемое, не зависящее от времени, определяет прира- 
щение постоянного тока. 

Слагаемые с частотами 20, и 20, представляют собой вторые гар- 
моники от соответствующих компонентов входного сигнала. 

Слагаемые же с частотами в -- ®, и в! — ®, представляют ком- 
бинационные колебания. 

Проделав аналогичные преобразования над кубическим слагаемым 
уе (1), убеждаемся, что это слагаемое вносит в спектр: @;, ®. — ос- 
новные частоты; 31, Зю» — третьи гармоники; в! + 2 оз, — 202], 
20; + о,,|2%0; — о: — комбинационные частоты. 


20, | 2ш, ш ба, ш,-0 0, ош Ш 
а)*Ф 2ш 
г 2 ї 5) 


Рис. 9.9 


Продолжая подобный анализ для более высоких степеней ряда 
(9.9), можно показать, что при воздействии на нелинейное устройство 
бигармонического колебания в спектре колебания на выходе нелиней- 
ности, описываемой полиномом А-й степени, могут находиться следую- 
щие частоты: ® = 0 — постоянная составляющая; ® = по;, при п = 


= 1,2,..., © — гармоники частоты 1; ® = по», припи = 1, 2, ..., Ё — 
гармоники частоты 652; ө = |по, = то]; при п = 1, 2, ..., Ё, т = 
=], 2, ..., Ё и условии, что п + т < А — комбинационные часто- 
стоты. 


Спектрограмма колебания на входе и выходе нелинейного элемента, 
описываемого полиномом 2-й степени (№ = 2), изображена на рис. 9.9, а 
для случая, когда частоты в, и өз близки друг к другу, и на рис. 9.9, 6, 
когда @; < 0». 

Из рассмотрения спектрограмм видно, что взаимодействие двух 
гармонических колебаний с неодинаковыми частотами в нелинейном 
устройстве 2-й степени открывает путь к получению разностной 
о; —0›| и суммарной о; +4- өз частот (помимо гармоник 20; и 20). 
Для этого достаточно применить на выходе нелинейного элемента ли- 
нейную избирательную систему, выделяющую полезную составляющую 
спектра. Полосы прозрачности таких систем показаны в нижней 
части рис. 9.9, а. 
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Это свойство квадратичного нелинейного элемента широко при 
меняется в радиотехнике для осуществления сдвига частоты сигнала. 

В случае же о; < в. (рис. 9.9, 6), когда комбинационные частоты 
© + ® располагаются вблизи частоты @® и все три частоты — @о, 
03 + в: И юз — @; — могут быть выделены одним общим фильтром, 
можно получить спектр, соответствующий спектру при амилитудной 
модуляции колебания частоты @з относительно низкой частотой @;. 
При нелинейности более высокого порядка (^ >> 2) можно осущест- 
вить выделение любой из частот вида ® = |па: + то2|, п + т<к. 

При более сложном составе входного спектра, содержащем частоты 
1, @2, ®з ИТ. Д., на выходе нелинейного элемента возникают частоты 
вида 00, поз, пози т. д. и комбинационные частоты вида по, + 
+ то,, где ли т — любые целые числа,а @, и ®, — любая из пар 
частот входного спектра. 


Нетрудно установить, что при любом сложном, но периодическом, 
воздействии с основной частотой о на выходе нелинейного элемента 
имеет место также периодический процесс с основной частотой ©. Обо- 
гащение спектра в этом случае может произойти только за счет гар- 
моник с частотами по. Это объясняется тем, что в рассматриваемом 
частном случае все частоты выходного сигнала кратны частоте в; 
следовательно, суммы и разности любых двух гармоник входного спект- 
ра также кратны о. 

Из приведенного ранее качественного рассмотрения видно, что 
простой резистивный нелинейный элемент в сочетании с избиратель- 
ной линейной цепью позволяет осуществить следующие преобразова- 
ния: выпрямление гармонического колебания; нелинейное усиление; 
умножение частоты; сдвиг частоты сигнала; амплитудную модуляцию 
колебания. 

В данной главе все эти преобразования рассматриваются для слу- 
чая, когда входные колебания не содержат информации (гармонические 
колебания). В гл. 12 и 13 результаты этого рассмотрения будут ис- 
пользованы для изучения преобразований сигналов, несущих в себе 
полезную информацию. 


9.4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРА В ЦЕПИ С РЕАКТИВНЫМ 
НЕЛИНЕЙНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ 


Взаимодействие гармонических колебаний в нелинейной емкости 
или индуктивности образует спектр, который по своему составу не 
отличается от рассмотренного в предыдущем параграфе спектра в це- 
пи резистивного нелинейного элемента. Имеется, однако, существен- 
ная особенность, связанная с энергоемкостью реактивных элемен- 
тов. При совместной работе нескольких генераторов на нелинейную 
емкость или индуктивность возможен обмен энергией между генера: 
торами. 

Покажем это на примере нелинейной емкости при воздействии на 
нее двух гармонических колебаний с частотами о; и о» (рис. 9.10). 
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Вольткулонную характеристику (е) аппроксимируем полиномом, 
причем для упрощения анализа ограничимся второй степенью 


9:= 49 + ае- Ве”. (9.19) 


Коэффициенты с и В имеют в данном случае смысл и размерность, 
отличающиеся от коэффициентов ряда (9.9). 


Очевидно, 
_ [49 _ 
= | ВЕК = (9.20) 


есть дифференциальная емкость при е = Ё, где Е, — постоянное 
напряжение, определяющее положение рабочей точки на характе- 


ристике 4(е), а 


уаз 1 /4С 
= 4 РТИ 9.21 
р (25 | 2! ае в ( ) 
Применяя первое выражение (9.3) к ряду (9.19), находим ток через 
конденсатор р 
а 90 -9ре 9.22 
(1) З + 2Ве а (9.22) 


Подставляя в эту формулу внешнее воздействие в форме 
е (1) =е, (1) +е, (1) = Е, эт (о, + фу) + Ез зт (в +- фз), 


после несложных тригонометрических преобразований получаем окон- 
чательное выражение 


(0) = оо Е, соѕ (в; {Е ф!) ао, Ё,соѕ (о + Ф) + 
+ Во; Е1 ѕіп 2 (04-Ф:) Во, Е? ѕіп 9 (02 фо) + 
+В (о,  ®,) Е, Е, зщ [(0 +) (Ф + $] — 
—В (о, —в,) Е, Е, ѕіп [(®, —в1) + (ф,—$1)]. (9.23) 


Два первых слагаемых в полученном выражении соответствуют то- 
кам на частотах @; и ®›, которые имели бы место в случае линейной 
емкости, равной о; остальные слагаемые — гармоники с частотами 
20, 205 и комбинационные колебания с частотами @ + @;, 0: — ®! 
являются продуктом взаимодействия двух гармонических колебаний 
в квадратичной нелинейности. 

Рассмотрим энергетические соотношения. Первые два тока (с коэф- 
фициентами а), сдвинутые по фазе на 90° относительно соответствую- 
ЩИХ э. д. С. 61(#) ие>(1), не создают для источников расхода энергии (как 
и в обычном линейном конденсаторе без потерь). 

Ток с частотой (оз + ®;) может также не учитываться при энерге- 
тических расчетах, так как средняя мощность, отдаваемая генерато- 
ром э. д. с. частоты в: или оз при протекании через них тока с часто- 
той (0, + ©з), равна нулю. 

Нагрузка же генераторов, создаваемая остальными токами — 
с частотами 20, 20.) и @&, — @; — зависит от соотношения частот 


61 И ©з, а также от соотношения фаз ф: и ф.. 
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Если частоты @; и ®. находятся в кратном соотношении, совпадаю- 
щем со степенью аппроксимирующего полинома (т. е. с порядком 
нелинейности), то при определенном соотношении фаз Фф; и фз перечис- 
ленные выше токи могут оказаться в фазе (или в противофазе) с электро- 
движущими силами е; (1) или ео (1). 

В частности, в рассматриваемом случае квадратичной нелиней- 
ности, при выполнении условия @› = 20;, комбинационная частота 
6)2 — @; совпадает с частотой э. д. с. а, (соответственно, при 
в: = 200,0 — 01| = 2/50; = о). При этом ток с частотой 20; 


Рис. 9.10 Рис. 9.11 

может не учитываться, токи же с частотами 09И 0; запишутся в виде 
4, (0) = Во; Е! віп 2 [в; [фи = Во; ЕЁ зіп (6,126), 
о, (1) = —В (о, —0,) Е, Е, ѕіп (о, —01)#- (фа —– $!) = 


= — Во, Еу Ё, зт [0,4 +-(ф — 1). 


Так как ток і, ({) сдвинут по фазе относительно е, (#) = 
= В. зт (®,1- 4$») на угол Ф — 2Ф1, то средняя мощность, отдавае- 
мая генератором э. д. с. е, (і), равна 


Ро, = -- Во; Е? Е, соѕ (Фф, — 20). (9.24) 


Соответственно мощность, отдаваемая генератором на частоте в, 
при сдвиге фаз 2$, — Ф», | 


1 2 
Ро, = м Во, Ет ЕЁ, соѕ (2; — Ф). (9.25) 


Заметим, что при любых фазах ф! и фз выполняется условие 
Ре, + Ро, —=0. 


Наложим теперь на фазы добавочное условие в виде равенства 
Фә — 2$! = 0. Тогда Рь, — положительная, а Р, — отрицательная 
мощности. 

Это означает, что генератор э. д. с. частоты @; не расходует мощ- 
ность, а, наоборот, потребляет ее от генератора э. д. с. частоты о». 
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Пусть теперь Ф — 2$, = -л. Тогда Р,, < 0, аР, > 0, и источ- 
ником энергии является генератор э. д. с. частоты о;, а потребителем — 
генератор э. д. с. частоты @о. 

Рассмотрим теперь энергетические соотношения в схеме, содер- 
жащей кроме нелинейной емкости еще и линейный, диссипативный 
элемент. На рис. 9.11 этот элемент обозначен буквой 22(%2) (комплекс- 
ное сопротивление). 

На нелинейную емкость воздействуют две электродвижущие силы 
е1(2) = Е1т(вё ~ ф1) и ез0) = Езѕіп (оз/ + фз) от независимых 
источников и, кроме того, напряжение комбинационной частоты 
05 = |оз — 0], е(/) = Езѕіп(ог# -- фә), действующее на сопротивле- 
нии 2:(%0ә) (параллельный колебательный контур, настроенный на 
частоту, близкую к о). Для частот в! и @з величины этого сопротив- 
ления 4:(%@:) и 22(03) предполагаются пренебрежимо малыми. 

Подставляя в выражение (9.22; 


е(0) = Е, ѕіп (® + Ф) -- 
Ез ѕіп (о - фз) Е Ёз зіл (а, Ё-+ 1.) 


и производя несложные выкладки, получаем формулу, аналогичную 
(9.23) (частоты, отличные от 0, ®; и оз, не учитываются): 


КО) = 0%; Е; с0$ (0, {+ Фф) | 0. Е, соѕ (07 -- фа) -- 
+оо, Ёз соѕ (о; -- фз) — Ве: Е, Ёз эт [®. -- (фз — Ф)1— 
— Во, Ё, Ез ѕіп [0,4 -- (фз. —ф! | - Воз Е, Ё, эт [о -+- (Ф -- ф!)]. (9.26) 


При определении энергетического баланса первые три слагаемые (с ко- 
эффициентом а) можно не учитывать (см. предыдущий пример). Токи 
же частот 1, Фо и ®з, возникающие из-за нелинейности вольткулонной 
характеристики, определяются выражениями 


іо, (0) = — Во, Е Ёз з [в (Ф — Ф)] = 
== Го, 5іп [0 - (Фа — $2), 
{ь, (0) = — Во Ё, Ез зіп [02+ (фз Ф) = 


== — 1, $1 [0 - (Ф —– Ф), 
і, (1) = Во, Е, Е, ѕіп [®3 Ё- (Ф + ф,)] = 


== 1, 5іп [0,1 +(ф + $1). 


(9.27) 


Здесь 
1 = Во, ЕЕ, (в, = Во, Е, Ез и І, = Во, Е, Е, 


представляют собой амплитуды токов іо, (1), №, (Г) и ѓо, (1). 


Учитывая, что в исходных выражениях е›(/) = Ечп‘ в - Фо) 
имеет смысл электродвижущей силы, обратной по знаку падению на- 
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пряжения на сопротивлении 22(%2) при прохождении через него тока 
іо, (1), можем, на основании (9.27) составить следующее равенство: 


е (1) == Е, ѕіп (8 #- фз) = 
= Г, | 05 (5) | ѕіп [в 2 -- (Ф — $1} + Ф], 


где через Фф, обозначен аргумент сопротивления 22(%2). Отсюда сле- 
дует, что 
Ез = [ъ, | 72 (62) |, 
Фа = Фа — $! -Ф,. 
На основании последнего выражения формулы (9.27) можно привести 
к следующему виду: 
і, (0) = — Во, Е, Ё, ѕіп [$ —Ф.], 
іо, (0) = — Во Ё, Ё, ѕіп [04 -- фь —Ф.], (9.28) 
іо, (1) = Во, Ё, Е, ѕіп [0;#-+- Ф, + Ф. 
В частности, при 2(0›) = А», когда Фф, = 0, токи 4»,(Ё) и 4», (1) на- 
ходятся в противофазе, а ток і, (1) — в фазе с порождающими их элект- 
родвижущими силами. 


В этом случае мощности, выделяемые в нелинейной емкости на 
частотах @1, © и ®з, определяются выражениями: 


Ре, = —- 10, Е, = —- Вы, Е.Е, Е; 
1 1 
Ро, = 5 Го, Ёз = > Воз Е: Ё, Е», (9.29) 


Ре, =- Е.Е Во, Е, Е, Е,. 


Отрицательные значения Рь, и Ро, означают, что соответствующие 
источники электродвижущих сил е1(1) и е:(#) не отдают, а потребляют 
мощность. Положительное же значение Рь, указывает на то, что источ- 
ник ез(2) отдает мощность во внешнюю цепь. 

` Суммарная мощность, выделяемая в нелинейном реактивном эле- 
менте, 


1 
Ра, + Рь, - Ро, БИГУ В (05—01 — 0) Е; Е, Е; = 0, 
поскольку ®з = ®, -- ®:. Этот результат находится в полном согла- 


сии с условием отсутствия потерь в емкости. 
Из выражений (9.29) получаем следующие пропорции: 


Р Р Р 
и а А: я (9.30) 
о 65 0; 
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Эти соотношения являются частным случаем общей теоремы Мэн- 
ли — Роу! об энергетических соотношениях в спектре колебания в си: 
стеме, содержащей реактивную нелинейность. Эта теорема записы- 


вается в форме 


у у) 0 


СИРЕНИ (9.31) 


у у) 0 


т==-—0о П==0 


Здесь @; и ®, — частоты генераторов, возбуждающих систему, а 

Р,„ „ — мощность колебания частоты то; + по; числа ти п оп- 
ределяют порядок комбинационного колебания. Предполагается, что 
в общем случае в схеме с нелинейной реактивностью имеются прово- 
димости для любых комбинационных частот. 

Выражения (9.31) могут быть распространены на любые реактив- 
ности — емкостные и индуктивные — при условии отсутствия гисте- 
резиса. 

Из проведенного анализа видно, что с помощью нелинейного ре- 
активного элемента можно осуществить преобразование спектра, со- 
провождающееся перекачкой энергии из одного источника в другой. 

Это свойство широко используется для усиления слабых сигналов 
н ряда преобразований. Более подробно эти вопросы рассматриваются 
в гл. 11, посвященной параметрическим системам. 


9.5. НЕЛИНЕЙНАЯ ЦЕПЬ С ФИЛЬТРАЦИЕЙ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА. ВЫПРЯМЛЕНИЕ 


Рассмотрим нелинейную систему, изображенную на рис. 9.12. К по- 
следовательному соединению нелинейного элемента Д (диод) с про- 
стейшим ЮС- -фильтром приложена гармоническая э. д. с. е(1) = Есоз®оё 
требуется найти токи в ветвях и напряжение и,ых на выходе схемы 
(в стационарном режиме). Такая задача характерна для однополупе- 
риодного выпрямления переменного тока, амплитудного детектиро- 
вания (в отсутствие модуляции) и многих других радиотехнических 
процессов. Диаграмма напряжений и токов в анодной цепи диода по- 
казана на рис. 9.13. Напряжение на выходе и, х(/) представляет собой 
пульсирующую около среднего значения И. кривую (рис. 9.13, а). 
Это напряжение является отрицательным по отношению к диоду, т. е. 
приложено плюсом на катод, а минусом на анод диода. Поэтому ток 


1 Доказательство и истолкование теоремы Мэнли—Роу см. в книге В. С. Э т: 
кин и Е. М. Гершензон, Параметрические системы на полупроводни- 
ковых диодах. Изд-во «Советское радио», 1964. Там же приведена обширная 
библиография. 
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через диод возможен только в течение отрезков периода, когда поло- 
жительная полуволна э. д. с. превышает напряжение и„ы„(1). Иными 
словами, ток через диод имеет форму импульсов, показанных на 
рис. 9.13, 6. В промежутках между импульсами тока, когда происхо- 
дит разряд конденсатора С через сопротивление К, напряжение иьых(:) 
убывает. В промежутке & < / < 1, конденсатор подзаряжается им- 
пульсом анодного тока и и,ых(О растет. Если постоянная времени 
нагрузочной цепи, т. е. произведение КС, велико по сравнению с пе- 
риодом Т = 2л/®., то амплитуда пульсаций напряжения и„ых мала 


тт, Т Т1, $ 


| 6) 
Рис. 9.12 Рис. 9.13 


и в первом приближении можно считать их => Ио. Учитывая, что 
по отношению к диоду напряжение на нагрузке является отрицатель- 
ным, рассмотрим построение, показанное на рис. 9.14. В левой части 
этого рисунка сплошной линией изображена истинная вольтамперная 
характеристика диода в координатах анодный ток і, — анодное на- 
пряжение е, а пунктирной прямой линией — аппроксимирующая 
ее линейная функция. Диаграмма входного напряжения 6(1) = Ёсоѕо о 
построена относительно вертикальной оси 0 і, смещенной на величину 
Оо влево от точки е, = 0. В правой части рис. 9.14 изображены им- 
пульсы анодного тока, длит>льность которых равна 20. 

Как видно из рисунка, угол Ө соответствует изменению тока от 
максимального значения /,„ до нуля. Угол Ө получил название «угла 
отсечки» анодного тока. В пределах угла 20 форма импульса тока близ- 
ка к отсеченной косинусоиде и, если пренебречь кривизной вольтам- 
перной характеристики, мгновенное значение тока может быть выра- 
жено уравнением 


1, == [т (С03 007 —соз Ө) (9.32) 
при 
—9 <0,{ < Ө. 


Здесь /м означает максимальное значение импульса, которое получи- 
лось бы при отсечке Ө = л/2. Так как амплитуда реального импульса 
[, соответствует моменту «0; = 0, имеет место соотношение 


11, (0) = 1 (1—с0з Ө), (9.33) 
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откуда 
я ИА 
"| соз Ө 

Подставив это выражение в (9.23), получим окончательно 


в.) = — (с0$ 0 —соѕ Ө). (9.34) 
" 1 —-соѕ 9 


Определяемый этим выражением импульсный ток, изображенный 
в правой части рис. 9.14, а также на рис. 9.15, резко отличается по 
форме от подводимого к схеме синусоидального напряжения. Это яв: 


Рис. 9.14 


ляется результатом использования диода в нелинейном режиме. Анод- 
ный ток содержит «постоянную составляющую» /,, (рис. 9.15) и ряд 
гармоник с частотами, кратными частоте 0 о. 

Для рассматриваемой в данном параграфе частной задачи выпрям- 
ления основной интерес представляет постоянная ссставляющая 
тока /,,. Однако для полного анализа схемы требуется знание также 
и всех прочих составляющих спектра тока. Эти сведения необходимы 
и во многих других задачах, связанных с использованием импульсного 
тока с отсечкой. Вычислим постоянную составляющую и амплитуды 
гармоник тока, изображенного на рис. 9.15. Ввиду четности функции 
(9оЁ) относительно { [см. выражение (9.34)], анодный ток можно 
представить в виде ряда Фурье, содержащего одни лишь косинусои- 
дальные члены. Применяя формулы (2.24) и (2.32), находим 

ө 


1 ; 
1. = = |09042 = 


– 8а 


9 
т а 31 9 —9 соѕ Ө 
ЕБ - | 1208 2—0 Ора њу е 
—— 5 а. " 2(1—соѕ Ө) ' р 
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і (001) с0$ в, Ё 435 = 


ЕЯ 
л 


2—9 


а је 001 —с05 Ө) соѕ 007 4%, Ё= 
л(1-—со5 Ө) 
ЗУ И 9 — ѕіп Ө соѕ Ө , (9.36) 
л (1 —соз Ө) 


Аналогично можно получить общее выражение для амплитуды 
п-й гармоники 


/ Г 2 [5іпл Ө соѕ 9 —лсоѕл Ө зп Ө] 
ап = пня 
лл (п? —1) (1 —соз Ө) 


28 
Рис. 9.15 
Отношения 
[0 51п Ө —9 соѕ Ө 
ааа 9.37 
зай: м л(1—соѕ 9) '’ | 
і — $11 Ө соѕ 9 
00 а. соѕ (9.38) 
Р п (1—соѕ Ө) 
а, — 102, (9.39) 
т 
о 1а" (9.40) 
т 


называются коэффициентами постоянной составляющей, первой гар- 
моники, второй гармоники анодного тока и т. д. (коэффициенты Берга). 
Коэффициенты оо, оц, @› и т. д., а также отношение у = о/о (, 
являются функциями угла отсечки. Графики этих функций показаны 
на рис. 9.16. Из рассмотрения графиков можно вывести важные за- 
ключения о свойствах импульсного тока, получаемого при работе 
нелинейного сопротивления в режиме с отсечкой и прежде всего то, 
что с уменьшением угла отсечки отношение | 
91 Іа @9— зп Ө соѕ Ө 


Е танаа Петя ит зета О (9.41) 


@, [к 5іпӨ —Ө соѕ Ө 


растет. Это означает, что при уменьшении Ө отношение амплитуды 
первой гармоники тока к постоянной составляющей увеличивается. 
Кроме того, с повышением номера гармоники и максимумы коэффи- 
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циентов а, перемещаются в область малых значений Ө. Все эти обстоя- 
тельства оказывают существенное влияние на выбор режима работы 
нелинейного элемента в усилителях, умножителях частоты и неко- 
торых других устройствах, которые будут рассмотрены ниже. 

Проведенный гармонический анализ импульсного тока (при си- 
нусоидальном напряжении на входе) позволяет находить напряжение 
на любых линейных элементах, входящих в рассматриваемую нелиней- 
ную систему. Для схемы, изображенной на рис. 9.12, основной инте. 
рес представляет напряжение на цепочке ЮС. При правильном выборе 
элементов этой цепочки все гармоники тока проходят, в основном, 
через емкость С, не создавая заметного падения напряжения. 


а, пуни ВР еза 
а, „ж, Л 1 
оч [2 


25 ҸҸ 
АТТУ ГЕРА 
20 «0 60 80 —— 


Рис. 9.16 


Искомое же выпрямленное напряжение равно 
©, — РЧ В. (9.42) 


Для установления связи между амплитудой входного напряжения 
Е и О, при заданных параметрах цепи воспользуемся следующими 
соотношениями: непосредственно из рис. 9.14 вытекает, что 
и 
со 9 =—°, (9.43) 
Е 
следовательно, для определения И. достаточно найти угол отсечки ©. 
С этой целью воспользуемся соотношением 


1 20 =! (9.44) 


где А, — сопротивление диода, определяемое как котангенс угла 
наклона линеаризированной характеристики (угол Ё на рис. 9.14). 
Учитывая выражения (9.37) и (9.43), можем написать 


я = | 
Гад Е) _ Ц (1—соѕ Ө) 
о Р; соѕ 9 К; ' 
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откуда 
Гао 90 (1 —соѕ Ө) 
таии со; Ө А; 
и окончательно, учитывая (9.42), 
Ю; ѕіпе-—-Өсоѕ50 120—0 
В ыы п соз Ө Е л 2 


(9.45) 


Итак, задание внутреннего сопротивления диода К; и сопротив- 
ления нагрузки № однозначно определяет угол отсечки Ө. При этом 
предполагается, что емкость С, 


в. /В шунтирующая сопротивление К, 

10 р отвечает условию 

и ей (9.46) 
оС 


или, что то же самое, постоянная 

/ | времени АС велика по сравнению с 

7 | периодом Г., так как только в 

= этом случае напряжение на выхо- 

0 20 30 0 50 60 70 809" ле можно считать близким к по- 
Рис. 917 стоянному. 

Уравнение (9.45), связывающее 

угол отсечки Ө с отношением А,/А, 

является трансцендентным. Поэтому определение Ө удобно произво- 

дить по графику, представляющему собой зависимость отношения 

Ю,/Ю от Ө. Этот график построен на рис. 9.17. Интересно рассмотреть 


Е с̧о5 0 


Рис. 9.18 Рис. 9.19 


два предельных случая: 1) 9 = 0 и 2) Ө = 90°. Первый случай полу- 
чается при Ю,/Ю — 0, т. е. при бесконечно большом сопротивлении 
нагрузки №, когда схема детектора вырождается в схему, представ- 
ленную на рис. 9.18. При этом выпрямленное напряжение на конден- 
саторе С достигает наибольшей возможной величины Ц, = Ё и ток 
через диод в установившемся режиме, когда закончен процесс зарядки 
конденсатора, равен нулю. Таким образом, случай Ө == 0 соответ- 
ствует «холостому ходу». 

Второй случай (9 = 90°) соответствует режиму «короткого замы- 
кания» нагрузки (Ю -> 0). При этом вся э. д. с. оказывается приложен- 
ной к диоду и ток последнего принимает форму полуволновых импуль: 
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сов (усеченных в верхней части, если Ё больше, чем напряжение на: 
сыщения). 

Если действие емкости не учитывать, что допустимо при малых 
(но конечных) №, приходим к схеме, представленной на рис. 9. 19. 
Напряжение на нагрузке совпадает в этом случае по форме с током і, 

Из приведенных соображений видно, что для получения на выходе 
выпрямленного напряжения, близкого по величине к амплитуде э. д. с. 
Е, угол отсечки Ө должен быть относительно мал, а отношение Ю/Ю; — 
весьма велико. При Ө < 10--20° получим 0 ЈЕ = собӨ аз 1. Для 
получения такого режима требуется сопротивление нагрузки К = 


После того как найдено Р, требуемая емкость С может быть опре- 


делена с помощью условия (9.46). 


9.6. НЕЛИНЕЙНЫЙ АКТИВНЫЙ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 


Для радиотехнических цепей характерно применение активных 
(усилительных) элементов, обладающих вентильными свойствами (од- 
нонаправленным действием). В гл. 5 было показано, что цепи с подоб- 
ными элементами при работе в линейном режиме можно трактовать 
как линейные четырехполюсники, 

к которым не применим принцип ќа 
взаимности (см. $ 5.2). 

Аналогичный подход удобно 
применять к анализу цепей с ак- 
тивными элементами, работающи- 
ми в нелинейном режиме. При 
этом нелинейная система приво- 
дится к нелинейному четырехпо- 
люснику, некоторые из парамет- 
ров которого являются функция- Рис. 9.20 
ми амплитуды входного колеба- 
ния. Поясним суть метода на примере схемы, внешне не отличающей- 
ся от обычного линейного усилителя (рис. 9.20). Однако режим рабо- 
ты лампы зададим существенно нелинейным, как это показано на 
рис. 9.21. 

От аналогичного построения (см. рис. 9.14), рассмотренного в 
предыдущем параграфе для диода, рис. 9.21 отличается тем, что вольт- 
амперная характеристика і = Ке,) начинается в области отрицатель- 
ных сеточных напряжений, а напряжение смещения Ё, определяющее 
положение рабочей точки (в отсутствие переменного напряжения 
е(1)= Есоѕо 2), берется от постороннего источника, не зависящего от 
амплитуды входного напряжения Ё. Допущение, что анодный ток оп- 
ределяется в основном напряжением на входе нелинейного элемента 
(в данном случае на управляющей сетке лампы), сильно упрощает 
анализ: 
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а) сначала по заданному входному напряжению (без учета «реак- 
ции» выходной цепи) можно определить ток во внешней цепи нелиней- 
ного элемента; 

б) затем с помощью обычных линейных соотношений можно опре- 
делить напряжения, создаваемые найденным током на линейных 
элементах цепи. 

При определении тока по пункту а) могут быть использованы раз- 
личные способы аппроксимации нелинейной характеристики. В рас- 
сматриваемом примере, как и в предыдущем параграфе, использована 
кусочно-линейная аппроксимация (рис. 9.21) 


/2 “е(ё)-Есәѕ щі 


Рис. 9.21 


При синусоидальном напряжении возбуждения анодный ток имеет 
форму импульсов, изображенных в правой части рис. 9.21. Основание 
импульса равно 20, а угол отсечки Ө определяется соотношением 


[Еро —Ец1 | 


Б 9 (9.47) 


соѕ Ө = 


где Ё — напряжение на сетке ( в данном случае отрицательное), 
соответствующее началу идеализированной характеристики (пересе- 
чению оси абсцисс с продолжением линейной части реальной харак- 
геристики). 

Амплитуда импульса /,„ легко определяется непосредственно из 


рис. 9.21: 
Гл = 5 (Е —|Е.0 —-Ел|) = Е (1 —соѕ Ө). (9.48) 


Здесь $ — крутизна линейной части вольтамперной характеристики. 

В пределах — Ө < о, < Ө мгновенное значение тока определяет- 
ся, как и в предыдущем параграфе, выражением (9.34). Подставляя 
в это выражение /„ по формуле (9.48), получим 


1,0) = Е (соѕ оі —с03 Ө), (9.49) 
при —9 << 0. 
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Основываясь на этом выражении, схему рис. 9.20 можно привести 
к виду, показанному на рис. 9.22. На этой схеме лампа, возбуждаемая 
сеточным напряжением е(1) = Есо$@оЁ, заменена эквивалентным источ- 
ником тока (0), который определяется выражением (9.49). 

Гармонический анализ периодической последовательности косину- 
соидальных импульсов с параметрами /,„ и © был выполнен в преды- 
дущем параграфе. 

Подставляя в формулу (9.40) 
выражение (9.48), получаем & (6) 


2040) | “в (0 
Га = и 1, = 89, (1— соѕ Ө) Е. 


(9.50) 


Дальнейший анализ зависит от Рис. 9.22 


структуры линейной части схемы, 
т. е. от двухполюсника 2(10) (рис. 9.22). Очевидно, что здесь приме- 


ним принцип наложения, и напряжение на двухполюснике 


Швых (0 = — № а, (по) соз (пой + Фа) = 


“= —Е5(1——соѕ Ө) У] а, 2(по,) с0$ (по Ё-- фр). (9.51) 
м =0 


Здесь 2(п® о) и Фф, — модуль и аргумент сопротивления двухполювника 
при частоте п-й гармоники. 

Знак минус в правой части выражения (9.51) учитывает, что по- 
ложительное напряжение иу (1), отсчитываемое по направлению 
тока 47), является отрицательным по отношению к точке нулевого 
потенциала (земля). В общем случае напряжение #,„„ (Й несинусои- 
дально, и говорить о передаточной функции нелинейного четырех- 
полюсника не имеет смысла. Крайне затруднительно учесть влияние 
и,ых(ё) на величину анодного тока [не следует забывать, что выра- 
жение (9.51) определяет выходное напряжение лишь в первом при- 
ближении]. Задача, однако, сильно упрощается при использовании 
избирательной нагрузки. Этот вопрос рассматривается в последующих 
параграфах настоящей главы. | 

Как и в случае линейной цепи, нелинейный четырехполюсник яв- 
ляется активным только при условии, что в нем имеет место усиление 
мощности, т. е. если мощность колебания, выделяемого линейной це- 
пью на выходе, больше, чем на входе (см. $ 5.2). 


9.7. НЕЛИНЕЙНОЕ РЕЗОНАНСНОЕ УСИЛЕНИЕ, 
КВАЗИЛИНЕЙНЫЙ МЕТОД 


Приложим результаты предыдущего параграфа к частному случаю, 
когда линейный двухполюсник 2(1%0), показанный на схемах рис. 9.20 
и 9.22, представляет собой параллельный колебательный контур, на- 
строенный на частоту первой гармоники в. 
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Полагая добротность контура достаточно высокой, можем считать, 
что для частот 20,, Зо и т. д. контур оказывается замкнутым на- 
коротко. 

Тогда в правой части выражения (9.51) остается всего лишь одно 
слагаемое, соответствующее первой гармонике: 


Ивых (1) = — Га, 2 (00) с0$ оі —Е $ (1 —с0$ 9) а. 2 (о) соѕз оі, (9.52) 


причем 2(® о) — резонансное сопротивление контура /., С, г (рис. 9.23.). 
Угол фи, очевидно, равен нулю (резонанс). 
Амплитуда выходного напряжения 


(ных = Га, 2 (©) = Ё (1 —с03 Ө)о; 2 (о). (9.53) 


То обстоятельство, что высшие гармоники анодного тока не создают 

никакого напряжения на избирательной нагрузке, позволяет учиты- 

в, вать их в схеме рис. 9.23. То же самое 

аи относится и к постоянной составляющей 

тока {,(). Напряжение на контуре [, С, 

ғ не изменится, если в схеме рис. 9.23 

генератор импульсного тока 1(1 заме- 

нить генератором тока первой гармони- 

ки с частотой оо и амплитудой Г 4, отве- 
чающей выражению (9.50), т. е. 


Рис. 9.23 [а. =Е$ (1 — с0$ Ө)о;. (9.54) 


Разделив это выражение на амплитуду сеточного напряжения Ё, 
получим параметр 


І 
бер = 05 (1 — соз Ө) а, (9.55) 
который можно трактовать как среднюю крутизну характеристики 


для первой гармоники. 
Таким образом, 


= Е. (9.56) 


Из определения средней крутизны ясно, что это понятие имеет 
смысл, если обеспечивается синусоидальность напряжения на нагруз- 
ке (несмотря на сложную форму тока в нелинейном элементе). 

Совпадение формы напряжения на нагрузке с формой тока источ- 
ника позволяет учесть обратную реакцию этого напряжения. Как 
и в линейном усилителе, при определении тока амплитуду Е нужно за- 
менить разностью Ё —РИ,„„, называемой управляющим 
напряжением. 

При этом выражение (9.56) должно быть заменено более точным 
выражением 


Ив х 
Га = 8, (Е—р0,,,) = 8. Е— — (9.57) 


і 
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Здесь 


| А 
к РЕ В бв ФИЗ (9.58) 
8р0 80, (1—с0$ 9) @ (1—соѕ Ө) 

представляет собой внутреннее сопротивление нелинейного элемента, 
приведенное к току первой гармоники р 

На основании выражения (9.57) схему замещения анодной цепи 
усилителя можно привести к виду, изображенному на рис. 9.23. 

От аналогичной схемы линейного усилителя эта схема отличается 
тем, что в ней 5.р и А; являются функциями угла отсечки © и, следо- 
вательно, амплитуды входного напряжения Е. 


Рис. 9.24 Рис. 9.25 


На рис. 9.24 приведен график зависимости отношения 
ер 
5 


о (1 — соѕ Ө) =" (9 — ѕіп @ соз 0) 
п 


от величины угла отсечки Ө. 
При Ө = 0 лампа полностью заперта и $, = 0. При Ө == 90°, 
когда ток имеет форму полуволновых импульсов, 5, = !/25, а при 
Ө —- 180° (линейный режим) средняя крутизна $, стремится к 5. 
Соответственно изменению < „, изменяется и коэффициент усиления 
нелинейного усилителя. Подставив в (9.57) /,, = Иьых/2(@о), нетруд: 
но получить следующее выражение: 
К вых _ Зер2 (90). 


Г 


Р; 


1 


(9.59) 


Характер зависимости К от угла отсечки Ө [при заданных $ и 
2(@о)] почти совпадает с рис. 9.24 [при 2(0,)/ 2; < 11. Различие со- 
стоит лишь в масштабах осей ординат. | 
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С помощью рис. 9.24 можно построить также амплитудную харак: 
теристику нелинейного усилителя, представляющую собой зависи- 
мость коэффициента усиления К от амплитуды на входе Ё. 

Для этого сначала с помощью соотношения (9.57) нужно построить 
зависимость Ө от Е (при заданных Еш и Ё,;), а затем уже — зави- 


симость 5.р и К от Ё. 
Для режима работы нелинейного элемента, соответствующего диаг- 


раммам рис. 9.21, амплитудная характеристика усилителя имеет вид, 
показанный на рис. 9.25 (нижняя кривая). При амплитудах входного 
напряжения, меньших разности |Е › — Ё,1, лампа заперта и К = 0. 
При дальнейшем увеличении амплитуды Е усиление сначала растет, 
а затем убывает из-за захода возбуждающего напряжения в область 
насыщения характеристики &, = Ке,). 

На рис. 9.25 показаны также амплитудные характеристики того 
же усилителя при установлении исходной рабочей точки вблизи е, = 0 
(т. е. при работе без смещения Е.) и при [Е „|= |Е„.| (угол отсеч- 
ки Ө = 90 = сопзі). 

Итак, главной особенностью нелинейного усиления является за: 
висимость основных его параметров от амплитуды колебания. 

Существенно, однако, что при фиксированном значении амплитуды 
синусоидального сигнала схема рис. 9.23 может условно трактоваться 
как линейная, поскольку амплитуды токов и напряжений в этой схеме 
связаны между собой обычными линейными соотношениями. Можно, 
в частности, пользоваться методом комплексных амплитуд. 

Такой подход к анализу нелинейных систем получил название 
квазилинейного метода. Из предыдущего ясно, что этот 
метод применим в тех случаях, когда несмотря на нелинейность цепи 
обеспечивается синусоидальная форма колебаний, причем система рас- 
сматривается в стационарном режиме. Нелинейность системы прояв- 
ляется в том, что при изменении амплитуды колебаний изменяются и 
«средние» параметры $.р и Р;. Внутри же одного периода колебаний 
эти параметры сохраняют постоянные значения. 

Основным достоинством нелинейного режима усиления является 
относительно высокий коэффициент полезного действия. Ранее уже 
отмечалось, что с уменьшением Ө растет отношение амплитуды первой 
гармоники тока к постоянной составляющей [см. выражение (9.41) 1. 
Так как первая гармоника определяет величину полезной мощности 
сигнала, выделяемой на нагрузке, а постоянная составляющая — мощ: 
ность, подводимую к усилителю от источника питания, то ясно,что 
при уменьшении © повышается отдача анодной цепи нелинейного уси- 
лителя. Следует, однако, учитывать, что при этом абсолютная вели: 
чина отдаваемой мощности уменьшается. Поэтому нелинейные усили: 
тели обычно работают с углом отсечки анодного тока, близким к 90°, 
при котором получается оптимальное соотношение между использо- 
ванием и отдачей усилителя. То обстоятельство, что основной пара: 


1См. статью Ю. Б. Кобзарева. О нелинейном методе трактовки явлений в 
ламповом генераторе (почти синусоидальных колебаний). ЖТФ, № 5, 216 (1935) 
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метр 5. является в общем случае функцией амплитуды входного сиг» 
нала, ограничивает возможности применения нелинейного режима для 
усиления колебания, в котором информация содержится в огибающей 
амплитуд (т. е. при амплитудной модуляции). Исключением является 
режим с отсечкой тока точно в 90°. Непосредственно из рис. 9.21 вид: 
но, что при Ё„ = Ё, изменение амплитуды входного напряжения Ё 
приводит лишь к пропорциональному изменению амплитуды импуль- 
са тока /м при сохранении формы импульсов. Таким образом, при ра- 
боте с отсечкой Ө = 90° средняя крутизна не зависит от амплитуды 
входного сигнала и всегда равна 154, При этом коэффициент первой 
гармоники оџ = /,,/1,. = 0,5 [см. формулу (9.38) 1, т. е. амплитуда 
первой гармоники равна половине амплитуды импульса. 

При усилении частотно-модулированного или фазо-модулирован- 
ного колебания нелинейность усиления не является препятствием (не- 
зависимо от угла отсечки). 

Приведенные особенности нелинейного режима усиления очень 
важны и широко используются в практике. 


9.8. УМНОЖЕНИЕ ЧАСТОТЫ 


Наличие в составе импульсного анодного тока ряда гармоник с ча- 
стотами, кратными основной частоте возбуждения, позволяет исполь- 
зовать усилитель, работающий с отсечкой анодного тока, в качестве 
умножителя частоты. Для этого не требуются какие-либо изменения 
в схеме резонансного усилителя, достаточно лишь нагрузочный коле- 
бательный контур настроить на частоту выделяемой гармоники и 
установить наиболее выгодный для подчеркивания полезной гармоники 
режим работы лампы. Из графиков, изображенных на рис. 9.16, видно, 
что в случае удвоения частоты выгодно работать с углом отсечки, близ- 
ким к 60°, при котором коэффициент второй гармоники проходит через 
максимум, в случае утроения частоты — при Ө = 40° ит. д. 

Если контур настроен на частоту по, где п == 2, 3... и т. д., то 
гармоники тока порядка п — 1 и более низкие пройдут преимущест- 
венно через индуктивнугю ветвь, а гармоники п +4 [ и более высокие — 
через емкостную ветвь контура. При достаточно высокой добротности 
напряжение на контуре от всех гармоник, за исключением л-й, очень 
мало. Поэтому напряжение на контуре близко к синусоидальному. 
с частотой по ,. 

Следует иметь в виду, что для полного использования мощности 
электронного прибора снижение угла отсечки должно осуществляться 
при поддержании неизменного уровня амплитуды импульса. Для это: 
го одновременно с увеличением отрицательного смещения |Ё ‚| нужно 
увеличивать амплитуду переменного напряжения на сетке Е. На 
рис. 9.26 углу Ө = 90° соответствует смещение Е», углу Ө = 60° — 
смещение Ё „д› ит. д.; амплитуды Ё выбраны такими, что [п остается 
неизменным. Можно поэтому считать, что для умножителя частоты. 
характерен режим работы с большими амплитудами сеточного напря- 
жения. 
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Это сбстоятельство наряду со снижением полезной мощности при 
повышении порядка умножения из-за убывания коэффициентов би 
(см. рис. 9.16) существенно ухудшает энергетические соотношения в 
умножителях. 

Схема замещения анодной цепи умножителя частоты внешне не 
отличается от нелинейного усилителя (см. рис. 9.23). Нужно лишь под 
средней крутизной по аналогии с выражением (9.55) подразумевать 


Јап 
са п н Өс... (9.60) 


где коэффициент п-й гармоники а определяется формулой (9.40). 
Соответственн > и внутреннее сопротивление электронного прибора, 
приведенное к используемой гармонике, равно 


Де, 4060 


и (1—с05 Ө) 


Умножение частоты широко приме- 
няется в ряде измерительных уст- 


Рис. 9.26 Рис. 9.27 


ройств, когда требуется получить сетку частот, кратных какой-либо 
одной определенной частоте, рассматриваемой в качестве опорной. 

В подобных системах часто используется электронная лампа, ра- 
ботающая с очень малым углом отсечки. Подавая на сетку лампы до: 
статочно большое переменное напряжение (при большом смещении) 
можно получить анодный ток в виде последовательности весьма ост- 
рых импульсов. Такой ток богат гармониками, образующими очень 
широкий линейчатый спектр. При воздействии этого спектра на кон- 
тур напряжение на последнем может сильно отличаться от синусо- 
идального, так как в полосу прозрачности контура попадает ряд гар- 
моник. В подобных случаях напряжение на контуре часто удобно оп- 
ределять, исходя не из спектрального представления импульсного 
тока, а из рассмотрения свободных колебаний, возбуждаемых каждым 
из импульсов анодного тока в отдельности. Подобный случай изображен 
на рис. 9.27. В промежутке Т между двумя импульсами тока ампли- 
туда напряжения на контуре убывает по закону 
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И, (6 = Је 9: /е-9св1/99, 


где Ф,, — частота свободных колебаний в контуре; © — добротность. 

Если к началу последующего импульса колебание, вызванное пре 
дыдущим импульсом, не успевает полностью затухнуть, необходимо 
учитывать наложение свободных колебаний. 


9.9. АМПЛИТУДНОЕ ОГРАНИЧЕНИЕ 


В радиотехнике часто возникает необходимость устранения неже: 
лательных изменений амплитуды высокочастотного колебания, воз: 
никающих из-за накладки помех на радиосигнал вли передачи частот: 
но-модулированных колебаний через избирательные цепи и т. д. 

Для этой цели широко используются амплитудные ограничители, 
представляющие собой сочетание нелинейного элемента и избиратель: 
ной нагрузки. Вольтамперная характеристика нелинейного элемента 
должна иметь сильно выраженную горизонтальную часть, а полоса 
пропускания избирательной цепи должна быть не шире той, которая 
требуется для передачи информации, содержащейся в частоте (или 
фазе) ограничиваемого колебания В качестве амплитудного ограни- 
чителя может быть, в частности, использован обычный нелинейный 
резонансный усилитель, рассмотренный в $ 9.6 в режиме работы, пс- 


казанном на рис. 9.28. 
Пусть к ограничителю подводится колебание вида 


е(1) = Е (1) соѕ [0,7-4 6 (2), (9.62) 


причем изменение огибающей Ё (?) является нежелательным, паразит: 
ным фактором. Если это изменение не выходит за пределы горизон: 
тального участка характеристики і, = /(е,), как это показано на 
рис. 9.28, то импульсы анодного тока имеют одинаковую амплитуду, 
независимо от Ё(/). Несколько измепяется лишь ширина вершины 
импульсов. Можно поэтому в первом приближении считать, что ам: 
плитуда первой гармоники, а следовательно, и амплитуда напряжения 
на колебательном контуре, являются в некотором интервале изменения 
амплитуды Е( постоянными величинами. 

Характеристику ограничителя с` избирательной нагрузкой, обес- 
печивающей отфильтровывание высших гармоник, можно представить 
в виде, изображенном на рис. 9.29, на котором по оси абсцисс отло- 
жены амплитуды Е входного, а по оси ординат — амплитуды О, 
выходного напряжений. Через ЕЁ, обозначено пороговое значение 
амплитуды входного напряжения, начиная с которого обеспечивается 
полное ограничение. 

При Е(1) > Е, амплитуда на выходе почти не изменяется. Фаза 
же первой гармоники анодного тока и соответственно выходного на 
пряжения совпадает с фазой напряжения на входе ограничителя. 

Можно поэтому для выходного напряжения написать следующее 
выражение: 

Ивых (1) == Сосо [001-4 9 (0)]. (9.63) 
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Амплитуда выходного напряжения И. определяется параметрами 
нелинейного элемента и избирательной нагрузки. Для схемы, изобра- 
женной на рис. 9.23, Из = /,12, р, где Г, — амплитуда первой гар- 
моники, определяемая с учетом уплощения вершины импульса, а 
г, р — эквивалентное резонансное сопротивление контура. 

Для ряда практических задач особый интерес представляет воз- 
действие на амплитудный ограничитель двух сигналов с близкими 
частотами. 

Пусть, например, определяе- 

мое выражением (9.62) напряже- 

“ ние е(1) является суммой двух гар- 
монических колебаний: 


е (1) = Е, соѕ ®;Ё-- Е. С0$ ої 
при Ё,<Ё,;. (9.64) 


ї 


ёд 
2(#)=Е(}со5 (мо .0()) 


Рис. 9.28 ) Рис. 9.29 


Каждое из этих напряжений, действуя в отдельности, создает на 
выходе ограничителя простое гармоническое колебание с частотой 0; 
или 0. соответственно и с амплитудой (/,. Иная картина получается 
при одновременном воздействии на ограничитель двух гармонических 
напряжений. Для определения напряжения на выходе ограничителя 
необходимо привести входное напряжение к виду выражения (9.62). 


С этой целью обозначим через © разность частот © = оз — о. 
и сделаем в (9.64) следующую подстановку: 
с0$ 6), = С05 (0, - О) 1 = соѕ О соѕ ЕЁ — зп Оѓ ѕіп о; Ё, 
Тогда 
е (1) = Е; соѕ оі + Е, (соѕ Оі соѕ о; і — зт 97 т о; Ё) = 
= (Е, -- Е, соѕ ©) соѕ в, — Е, ѕіп ОХ ѕіп 0; Ё. 
Рассматривая множители при соѕо, ѓ и ѕіпо; Ё как медленно меня- 


ющиеся функции времени (поскольку © < о;), представим последнее 
выражение в несколько иной форме: 


е()=У (Е, ТЕ, соз 90: Е? чп? ОЁсо$ [1 {- 0 (6) = 
= (1) соѕ [0 (2) +9 (1], (9.65) 
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где огибающая результирующего напряжения ЁЕ(Г) определяется 


выражением 
ЕФЕ ео (2), (9.66) 
Еу Е 


а фаза 
= ѕіп 9/ 
9) ==агсіс а ат Я (9.67) 
Е соѕ 9 
1 


Огибающая Ё(Ё) имеет максимальное значение, равное Ё; + Е. 
(при соѕ © = 1), и минимальное, равное Е: — Ё, (при соѕ &# = —1) 


Рис. 9.30 


Допустим, что Ё -— Е > Ёзор, Так что условие ограничения вы- 
полняется для всех значений, которые может принимать амплитуда 
входного напряжения Ё(/) (рис. 9.30). Тогда напряжение на выходе 
по аналогни с (9.63) может быть записано в виде 


Иных (2) = Оо 0$ [0, Ё- Ө (2). (9.68) 


Получается фазо-модулированное колебание, которое в отличие от 
входного напряжения е(1) может иметь широкий спектр. 

Для определения амплитуд отдельных составляющих этого спектра 
можно воспользоваться обычными приемами теории частотно-моду- 
лированных колебаний, изложенными в гл. 4. 


Не приводя здесь подробного анализа, облегчим себе задачу допущением, 
что Ё, < Е,. При этом выражение (9.67) упрощается: 


Е, Е, 
Ө (1) == ага | — ѕіп О? | = — зш ОГ, 
0 = аав (2) = 22. опо 
и напряжение на выходе! 


ивых (1) = Го соѕ (в т ѕіп ОЙ. (9.68') 
Здесь использовано обозначение 


Ез 
а Зы (9.69) 


которое подчеркивает, что отношение амплитуд Е,/ Б, имеет в данном случае 
смысл индекса фазовой модуляции (см. $ 4.4.). | 


1 Здесь мы не учитываем влияния неравномерности частотной характерис- 
тики ковтура в полосе частот, обусловленной фазовой модуляцией входного сиг- 
нала. 
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Выражение (9.68’) полностью совпадает с (4.25’) и по аналогии с (4.32) мо- 
жет быть записано в форме 


1 т 
Ивых (В = О, | соѕ @у 77 соѕ (о, 4 5) #-: 5. с0$ (@; — 5) | (9.70) 


Спектр выходного напряжения при т = Е,/Ёү << 1 состоит из трех со- 
ставляющих с частотами @, ®, -- © = о но, —® = 20 — бз. Первые две 
частоты присутствуют на входе ограничителя, а третья, т. е. 20; — ©,, является 
продуктом взаимодействия входных колебаний в нелинейном элементе. 

оотношение спектров на входе и выходе ограничителя при ЕЕ, « 1 по- 
казано на рис. 9.31. Частота 20; — ©, является «зеркальной» по отношению к 


частоте @.. 


Рис. 9.31 Рис. 9.32 


Существенно, что амплитуда колебания с частотой о, = в, + © (а также 
с частотой @у — 6) составляет всего лишь т/2 от амплитуды колебания с час- 
тотой о;, в то время как на входе отношение амплитуд равно т. Это позволяет 
говорить о подавлении в ограничителе слабого колебания более сильным. Эф- 
фект подавления становится особенно наглядным, когда в полосу пропускания 
избирательной нагрузки попадают только частоты ®; и ©, а зеркальная частота 
Фу — @ отфильтровывается!. В этом случае спектральный состав напряжения на 
выходе такой же, как н на входе, только амплитуда слабого колебания по от- 
ношению к сильному уменьшается в два раза. 

Если амплитуды двух колебаний на входе ограничителя соизмеримы, то эф. 
фект относительного подавления выражен слабее. Это видно из графика 
(рис. 9.32), построенного в предположении, что избирательная система ограни: 
чителя пропускает только компоненты с частотами @; н ©з, присутствующими 
на входе ограничителя”. По оси ординат отложен коэффициеит подавления, 
представляющий собой отношение 

_ (2/01 


К = | 
Е, /Е; 


Здесь Ё,/ Е; отношение амплитуд на входе, а (5/1 на выходе ограничителя. 
При Е-/Е, < | К = 0,5, ас приближением Ё,/ Е, к единице К также при: 
ближается к единице. При Е,/Е; = 1 оба колебания «равноправны» и взаимное 
подавление отсутствует. 
В заключение следует отметить, что все приведенные выше рассуждения 
сохраняют свою силу и в случае, когда ®, < ®1, необходимо лишь на рис. 9.31 
поменять местами зеркальные частоты. 


1 Этот случай, правда, не характерен для ограничителя, так как отфильт: 
ровывание зеркальной частоты приводит к непостоянству огибающей суммы двух 
напряжений. 

? См. И. С. Гоноровский. К теории высокочастотных автогенерато- 
ров с запаздывающей обратной связью. «Радиотехника», 1958, № 5. 
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10 


Генерирование колебаний 


10. 1. АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА 


Под автоколебательной системой или авто: 
генератором подразумевается первичный источник колебаний, 
работающий в режиме самовозбуждения. 

Любой автогенератор представляет собой нелинейное устройство, 
преобразующее энергию питания (обычно в виде постоянного тока) 
в энергию колебаний. Независимо от вида и назначения, автогенера- 
тор должен иметь: источник питания, усилитель и устройство обратной 
СВЯЗИ. 

Из приведенных в гл. 8 сведений следует, что обратная связь 
должна быть положительной. 

Настоящая глава в основном посвящена изучению явлений в авто- 
генераторах, используемых для получения высокочастотных гармо- 
нических колебаний. В качестве усилительных элементов в подобных 
генераторах используются электронные лампы, полупроводниковые 
триоды и другие аналогичные приборы, а в качестве нагрузочных це- 
пей — колебательные системы с сосредоточенными или распределен- 
ными параметрами. 

Автогенератор, находящийся в стационарном режиме, представ: 
ляет собой обычный нелинейный усилитель, для возбуждения кото- 
рого используются колебания, вырабатываемые в самом генераторе; 
эти колебания берутся из колебательной системы усилителя и пода- 
ются на его вход по цепи обратной связи. Если амплитуда и фаза воз- 
буждения отвечает определенным условиям, то в энергетическом от- 
ношении автогенератор ведет себя так же, как и генератор с посторон: 
ним возбуждением. Однако имеется принципиальное отличие авто- 
колебательной системы, в которой отсутствует внешняя вынуждающая 
сила, от генератора с посторонним возбуждением. Наиболее ярко это 
отличие проявляется в том, что в автогенераторе частота и амплитуда 
стационарных колебаний целиком определяется параметрами самой 
автоколебательной системы, а в генераторе с посторонним возбужде- 
нием частота навязывается возбудителем, амплитуда же колебаний 
зависит как от параметров усилителя, так и от амплитуды возбуждения. 
Кроме того, в случае самовозбуждения большое значение имеет ме- 
ханизм возникновения колебаний при запуске автогенератора, а также 
устойчивость стационарного состояния автогенератора. Все эти 0с0- 
бенности можно выявить при рассмотрении поведения автогенератора 
в процессе нарастания колебаний, от момента запуска до полного уста- 
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новления стационарного состояния. Можно наметить следующую кар- 
тину явлений. В момент запуска в колебательной системе автогенера- 
тора возникают свободные колебания, обусловленные включением 
источников питания, замыканием цепей, электрическими флуктуа- 
циями ит. д. Благодаря обратной связи эти первоначальные колебания 
усиливаются, причем на первом этапе, пока амплитуды малы, усиле- 
ние является практически линейным и система может рассматриваться 


Грилительный Избирательный Е Четьрехполюсник 


| элемент четырехполюсник одратной связи 


Рис. 10.1 


как линейная. Энергетически процесс нарастания амплитуд объяс- 
няется тем, что за один период колебания усилитель в инерционную 
нагрузку сообщает энергии больще, чем расходуется за это же время. 
С ростом амплитуд начинает проявляться нелинейность системы (кри- 
визна вольтамперной характеристики усилительного элемента) и уси- 
ление уменьшается. Нарастание амплитуд прекращается, когда уси- 
ление снижается до уровня, при котором только компенсируется за- 
тухание колебаний в нагрузке; при этом энергия, отдаваемая усили- 
телем за один период, оказывается равной энергии, расходуемой за 
это же время в нагрузке. 

Таким образом, на последнем этапе установления колебаний ос- 
новную роль играет нелинейный характер системы, без учета которого 
не может быть определено стационарное состояние автогенератора. 

Обобщенный автогенератор высокочастотных колебаний, находя- 
щийся в стационарном режиме, можно представить схемой, показан- 
ной на рис. 10.1. Через о, обозначена частота генерации. На этой 
схеме автогенератор изображен в виде сочетания трех четырехполюс- 
ников: одного нелинейного, безынерционного, и двух линейных. Не- 
линейный четырехполюсник соответствует усилительному элементу 
(электронная лампа, транзистор, клистрон ит. д.), первый из линейных 
четырехполюсников — колебательной системе автогенератора, а вто- 
рой — устройству обратной связи. Подобное представление авто- 
генератора справедливо для систем с внешней обратной 
связью. 

В$10.9 будут рассмотрены примеры автогенераторов, механизм 
работы которых приводит к понятию внутренней обратной 
связи, требующей несколько иной трактовки обобщенной схемы. 
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Усилительный элемент совместно с избирательным четырехполюс- 
ником, обеспечивающим фильтрацию (подавление) высших гармоник, 
представляет собой обычный нелинейный усилитель, развивающий 
на выходе синусоидальное напряжение. В общем случае усиление за- 
висит как от частоты о, (из-за избирательности четырехполюсника), 
так и от амплитуды (/ (из-за нелинейности усилительного элемента). 
Коэффициент усиления этого устройства обозначим через А',({,, (1) 


Очевидно, что 


Ку (іо Л) = (10.1) 


0. 
В, 


При фиксированной частоте о, Ку является функцией только ампли- 
туды (1. 

Коэффициент передачи линейного четырехполюсника обратной 
связи, который в дальнейшем будем называть просто коэффициентом 
обратной связи, может быть выражен через амплитуды (/% и 0, 


Но напряжение {/з, снимаемое с выхода четырехполюсника обрат: 
ной связи, есть одновременно напряжение Ё, действующее на входе 


усилителя. Следовательно, 


К, (ба) = 23. (10.2) 


2 


Сравнивая это выражение с отношением (10.1), приходим к выводу, 
что в стационарном режиме автогенератора (когда только и мож: 
но пользоваться методом комплексных амплитуд) коэффициенты 
Ку(іо,, 01) и Кос (10,) являются взаимно обратными величинами: 


К, (іо, (1) Ко (бе) = 1 (10.3) 


Так как коэффициент передачи линейного четырехполюсника не 
зависит от амплитуды колебаний, то выражение (10.3) может быть ис- 
пользовано для определения установившейся амплитуды колебания 
при заданном Кс. Именно, когда усиление Ку, уменьшаясь с ростом 
амплитуды (из-за нелинейности вольтамперной характеристики уси- 
лительного элемента), достигает величины 1/К„„, дальнейший рост ам: 
плитуды, как указывалось ранее, прекращается. Это поясняется 
рис. 10.2. Стационарная амплитуда (/,„„ определяется как абсписса 
точки пересечения графиков Ку и 1/К,„. С другой стороны, выражение 
(10.3) может быть использовано для определения коэффициента об- 
ратной связи, требуемого для поддержания определенной амплитуды 
оъ при заданной функции К, (07) (т. е. при известной амплитудной 
характеристике усилителя). 
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Для установления пере- 
численных выше общих 
свойств автогенератора нам 
не требовалось уточнять ни 
тип усилительного элемента, 
ни вид схемы автогенерато- 
ра. Это объясняетя тем, что 
мы ограничились рассмотре- 
нием стационарного состоя- 
ния автогенераторов. Для 
выяснения же механизма воз: 
никновения колебаний, атак- 
же механизма установления 
стационарного режима необходимо исходить из конкретного элект- 
ронного прибора и конкретной схемы автогенератора. 

Отметим одно важное требование, предъявляемое к автогенератору, 
предназначенному для устройств передачи информации: вырабатывае- 
мое им колебание должно быть строго монохроматическим (в отсут- 
ствие модуляции). Любое нарушение монохроматичности, проявля: 
ющееся в паразитном изменении амплитуды, частоты или фазы коле- 
бания, может служить причиной возникновения помех в канале ра- 
диосвязи. Требование монохроматичности включает в себя также и 
требование стабильности частоты автоколебания. Некоторые факторы, 
нарушающие монохроматичность автоколебания, будут рассмотрены 
ниже (см. $ 14.5). 


Рис. 10.2 


10.2. ПРИМЕРЫ СХЕМ АВТОГЕНЕРАТОРОВ 


Простейшие схемы автогенераторов на электронных лампах изо- 
бражены на рис. 10.3 и 10.4: на рис. 10.3 — схема с трансформаторной, 
или индуктивной, обратной связью, а на рис. 10.4 — схема с авто- 
трансформаторной, или кондуктивной, обратной связью. Блокировоч- 
ные емкости Сұ обычно настолько велики, что по высокой частоте 
точку А практически можно считать соединенной с катодом накоротко. 
Так как на рис. 10.3 и 10.4 катоды заземлены, то точки Ё являются 
точками нулевого потенциала. 

Сопоставление с обобщенной схемой (см. рис. 10.1) показывает, 
что функции избирательного четырехполюсника и четырехполюсника 
обратной связи совмещены в этих простейших схемах в одном четырех- 
полюснике. Этот четырехполюсник получается на базе колебатель- 
ного контура: входными зажимами четырехполюсника являются точ- 
ки, к которым подключены анод и катод лампы, а выходными — точ- 
ки подключения сетки и катода. Таким образом, показанные на 
рис. 10.3 и 10.4 схемы могут быть сведены к одной эквивалентной 
схеме (рис. 10.5). Источники питания электродов лампы на этой схе- - 
ме не показаны. Заметим, что на рис. 10.5 напряжение (7, на входе 
четырехполюсника ИАос(1%) направлено не сверху вниз (как напря- 
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жение #7, на обобщенной схеме рис. 10.1), а снизу вверх. Это связано 
с тем, что за положительное направление первой гармоники анодного 
тока /.: во внешней цепи лампы выбрано направление от катода 
каноду (при положительном отсчете э. д. с. Е, от сетки к катоду). Соз- 
даваемое током /,; падение напряжения С, на нагрузке, т. е. на вхо- 
де четырехполюсника А’ (ів), отсчитывается по направлению тока 
Гол от катода к аноду. Поэтому, при отсчете всех потенциалов относи- 
тельно катода, под коэффициентом усиления АУ, в данной схеме сле- 
дует подразумевать 


— Оо | , 

о (10.1) 
а под коэффициентом обратной связи 
Е 

Кс (№) =—-. (10,2') 


В рассматриваемых простейших схемах частота генерации близка 
к резонансной частоте контура. На этой частоте напряжение {/, сов- 
падает (или почти совпадает) по фазе с током /,;, а последний — с на- 
‚ пряжением Е. Из этого следует, что аргумент коэффициента обрат- 
ной связи А ‹(1), т. е. фазовый сдвиг в четырехполюснике обратной 
связи, должен быть близок к 180°. К этому результату можно прийти 
с помощью еще более простых рассуждений: однокаскадный резонанс- 
ный усилитель поворачивает фазу усиливаемого колебания на 180°, 


Рис. 10.3 _ Рие. 10.4 


следовательно, для поддержания колебания папряжение, подаваемое 
по каналу обратной связи с выхода на вход, должно получить допол- 
нительный сдвиг на 180°. Нетрудно проследить, как обеспечивается 
это требование в схемах, изображенных на рис. 10.3 и 10.4. В схеме 
с трансформаторной связью (рис. 10.3) напряжение, индуктируемое в 
катушке Ё, и отсчитываемое, как и напряжение (а, от катода, равно 


, М 
Е.= + га 02. 
859 


Взаимоиндукция М рассматривается нами как положительная 
величина (так же, как и индуктивность). Знак в последнем выражении 
зависит от способа подключения катушки Ё. к зажимам сетка — катод. 

Отрицательное значение Жо, (1) получается при включении, ко» 


торому соответствует знак минус. При этом Ё, = ке О. и 
Е, М 
РЕА. И (10.4) 
10) == —8 == ——— 
Ко с (іо) 0, т. 


а напряжение, отсчитываемое от сетки к катоду (как показано на 
рис. 10.3). 


М 
Е = — Е, = + т. Оа (10.5) 
При перекрещивании концов катушки А (1) получается поло- 


жительным и самовозбуждение колебаний оказывается невозмож- 
НЫМ. 


Рис. 10.5 


Итак, для схемы рис. 10.3 коэффициент обратной связи определяет- 
ся выражением (10.4), а модуль этого коэффициента 


К.а, (10.4) 


В автотрансформаторной схеме (см. рис. 10.4) требуемая фазиров- 
ка достигается тем, что напряжение на сетку подается с индуктивно- 
сти [„, входящей в емкостную ветвь контура. Так как частота гене- 
рируемых колебаний в рассматриваемых схемах очень близка к резо- 
нансной частоте контура, то токи в ветвях контура сдвинуты по фазе 
на угол, близкий к 180°; следовательно, на такой же угол будут сдви- 
нуты и фазы напряжений, действующих на зажимах анод — катод 
и на зажимах сетка —катод. 

Так как амплитуды токов, протекающих через [„ и [,, при резо- 
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нансе одинаковы, то модуль коэффициента обратной связи 
іс и Р 18 10 4” 
Коты рр а. 
ра а 

Полезно отметить, что обеим рассмотренным схемам присуще 
следующее важное свойство: коэффициент обратной связи не зависит 
от частоты. Как будет видно из дальнейшего, более сложные схемы — 
двухконтурные, а также схемы с более сложной цепью обратной свя- 
зи — этим свойством не обладают. 

В заключение добавим, что все вышеприведенные общие сообра: 
жения о работе ламповых генераторов в основном верны и для гене- 
раторов на транзисторах. Классические схемы генераторов на элект- 
ронных лампах полностью могут быть применены и к генераторам на 
транзисторах. Одна из таких схем (с индуктивной обратной связью) 
представлена на рис. 10.6. | 

Как и для ламповых схем, для транзисторного генератора верны 
соотношения, аналогичные (10.1) и (10.27: 


2 
К, = №. 10.6 
у Ел. (10.6) 
К 8, (10.6/) 


кә 


Здесь {/., — напряжение между коллектором и эмиттером, а Е — . 
напряжение между базой и эмиттером транзистора. 

Несмотря на отмеченное выше внешнее подобие, транзисторные 
генераторы обладают некоторыми особенностями. Эти особенности 
связаны с неполной «однонаправленностью» транзисторов, меньшими 
входными и выходными сопротивлениями, а также внутренним сдви- 
гом фазы, что оказывает влияние на общий баланс фаз в автогене- 
раторе. 


10.3. ВОЗНИКНОВЕНИЕ КОЛЕБАНИЯ 
В АВТОГЕНЕРАТОРЕ 


В $ 10.1 уже указывалось, что на первом этапе запуска, пока ам- 
плитуда колебаний мала, автоколебательную систему можно рассмат- 
ривать как линейную. Поэтому исследование начального этапа уста- 
новления автоколебания можно провести с помощью линейного диф- 
ференциального уравнения системы. При этом существенную роль 
играют условия запуска автогенератора, определяющие начальные 
условия, которые должны быть учтены при интегрировании дифферен: 
циального уравнения системы. 

Составим линейное дифференциальное уравнение для одной из 
схем одноконтурного автогенератора. Для определенности выберем 
схему с трансформаторной обратной связью (см. рис. 10.3). Этот выбор 
не имеет принципиального значения и полученные для этой схемы 
результаты будут распространены на любой одноконтурный /С- 
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автогенератора. Допустим, что запуск автогенератора осуществляется 
включением в момент #= 0 постоянного напряжения Ё,, благодаря 
чему получается бросок анодного тока и в контуре [,, С, г возникают 
свободные колебания. 

Так как в рассматриваемой схеме отсутствует внешний источник 
постоянного напряжения в цепи сетки, то в момент запуска напря- 
жение смещения равно нулю. Следовательно, при запуске рабочая 
точка на характеристике і а(е„) совпадает с точкой е. = 0, а постоян- 
ный анодный ток равен йо “рис. 10.7). На рис. 10.8 приведена схема 
10.3 без обозначения источника питания и вспомогательных элементов. 

В качестве искомой функции выберем какую-либо изменяющуюся 
во времени величину, например ток і; в индуктивной ветви контура, 
и составим относительно этой величины дифференциальное уравнение. 
Разрежем представленную на рис. 10.8 схему по линии 4 — си соста- 
вим основные уравнения, связы- 
вающие токи и напряжения в 


р | А 
=“ а =“ 


Рис. 10.7 Рис. 10.8 


левой и правой частях схемы. Для правой части при выбранном за по- 
ложительное направлении тока їі, и отсчете напряжения относительно 
катода получим следующие уравнения: 


1,1 1-С, ииги ЧЕ. (107) 


Исключая из первого уравнения (10.7) іс с помощью второго и 
третьего уравнений, получаем 


= С рс 


Е. (10.8) 


Напряжение, индуктируемое в катушке обратной связи, связано 
с током в индуктивной ветви контура следующим соотношением: 


Из $ 10.2 ясно, что для осуществления положительной 
обратной связи в данной схеме знак должен быть положительным 
[см. (10.5), 
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Теперь необходимо анодный ток і, выразить через напряжения, 
действующие на электродах лампы. Принимая во внимание малые 
амплитуды колебаний, зависимость {,(е„, и,) можно считать линейной. 
Здесь под {,, ё, и и, подразумеваются переменные составляющие. 
Применяем известное выражение 


1, =8 (е, — Юи,), (10.9) 


где $ — крутизна характеристики /,(е,, Е.) в точке е, = 0, а и, — 
падение напряжения на контуре. Все входящие в уравнение (10.9) 
величины: {,, ё; И и, — являются пока еще неизвестными функциями 


времени. 
аі 
Подставив в уравнение (10.9) е, = М = получим 


аі аі а 
ЗМ 2 ВОы ВМВ, (10.9) 
аі й! В: 
Приравнивая правые части уравнений (10.8) и (10.9’), а также учи- 
тывая третье уравнение системы (10.7), после группировки слагаемых 
получаем следующее дифференциальное уравнение: 


МС 
аы реа змуйь Ма), о 0019 
а 5 СР; а) а! р ОИ 
Вводя обозначение 
1 Г. $М 
а= г ("+ ик (10.11) 
приводим выражение (19.10) к уравнению 
1+) 
4. аі А 
р е а" == 0), (10.12) 


являющемуся линейным однородным уравнением второго порядка 
с постоянными коэффициентами. 
Общее решение этого уравнения имеет вид 


= Ает“ ѕіп (@..4 + Ф), (10.13) 


где амплитуда А, и фаза Фо являются постоянными величинами, оп- 
ределяющимися из начальных условий, а частота 0, равна 


жд 


И Ноа (10.14) 
ЕС 

П о ] +710; р] 
редполагается заведомо колебательный режим, когда тр ^” 05. 
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Как видно из выражения 
(10.13), ток в контуре представ- 
ляет собой свободное колеба- 
ние. Этого и следовало ожидать, 
так как на рассматриваемую си- 
стему не действует никакой 
внешней вынуждающей силы. 
Изменение огибающей тока і; 
зависит от знака коэффициента 
при первой производной в урав- 
нении (10.12). Если а, > 0, 
амплитуда колебания тока й. 
затухает (рис. 10.9, а), если 

Рис. 10.9 а, < 0, амплитуда колебания 

тока растет (рис. 10.9, 6). Рас- 

смотрим подробнее выражение для а,. При М = 0, т. е. в отсутст- 

вие обратной связи, коэффициент затухания положителен и опреде- 

ляется сопротивлением потерь контура г и сопротивлением, учиты- 
вающим шунтирующее действие лампы: 


= (7 аад нЕ) н 
21, СЮ. 21, Р; 

Обратная связь вносит в контур добавочное сопротивление, равное 
по абсолютной величине $ М/С. 

При правильном выборе направления витков, при котором обес- 
печивается сдвиг фазы на 180° между напряжениями анод — катод 
и сетка — катод, это сопротивление отрицательно. Если при этом 


5) 


$М Га 

— > 4 ——-, 10.15 

г ( ) 
то результирующее сопротивление контура получается отрицатель: 
ным. В этом случае а, < 0 и ток і; нарастает по закону 


і = Ауе! %1* ѕіп (о, + Фо). (10.16) 

Таким образом, выполнение условия (10.15) обеспечивает рост ам- 
плитуды колебания при сколь угодно малых начальных значениях ам- 
плитуды. Это означает, что автогенератор, представляющий собой 
в момент запуска линейный усилитель с положительной обратной свя- 
зью, является неустойчивой системой. 

Сопоставим выражение (10.15) с выражением (8.24), полученным 
при исследовании устойчивости усилителя с положительной обратной 
связью, собраннного по схеме рис. 8.12 (см. $ 8.5). От схемы рис. 10.8 
эта схема отличается лишь тем, что активное сопротивление № вклю- 
чено параллельно контуру 2, С. 

Учитывая, что для схемы, изображенной на рис. 8.12, сопротив- 
ление нагрузки (при резонансе) равно г, р == К, а для схемы, изобра- 
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женной на рис. 10.8, 2, = Г/С”, перепишем выражения (8.24) и 
(10. 15) в форме | 


м 2! Д 
р < 58 Ха 
| 
а ИЕ кВ (10.15/) 
І, 5 А Р; $25 р 


Замечаем, что в этих выражениях правые части суть не что иное, как 
величины, обратные коэффициенту усиления схемы (во втором выра- 
жении точно, а в первом — приближенно, без учета реакции анодной 
цепи). Кроме того, М/Ё = Кос. 

Можно поэтому последние неравенства записать в следующей обоб- 


щенной форме: 


Первое из этих неравенств выражает условие устойчивости любого 
линейного усилителя с положительной обратной связью, а второе — 
условие самовозбуждения (или, что то же самое, неустойчивости). 

Неравенство (10.15’), которое с учетом соотношения 1/5Ю, = В 
можно записать в форме 


Кре, (10.17) 


925 р Ку 


называеся основным уравнением генератора 
с самовозбу ждением. Это неравенство позволяет легко объяс- 
нить влияние основных параметров лампы и схемы на возникновение 
колебаний. Чем больше крутизна характеристики $ и больше усиле- 
ние триода и = 1/0, тем требуется меньшая величина Къс, т. е. тем 
легче возникают автоколебания. Увеличение потерь в контуре, сни- 
жающее величину 2, р = [/С”, наоборот, требует увеличения Кок, т. е. 
затрудняет возникновение колебаний. 

Выражение (10.13), полученное с помощью линейного дифферен- 
циального уравнения, не может быть использовано для определения 
стационарной амплитуды автоколебаний. Для этого требуется учесть 
зависимость К; от амплитуды колебания. Это будет сделано в следую- 
щем параграфе. 


10.4. СТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ АВТОГЕНЕРАТОРА, 
БАЛАНС ФАЗ 


Выяснив условия возникновения. колебаний, определим амплиту 
ду и частоту автоколебания в стационарном режиме. Для определения 
амплитуды можно воспользоваться соотношением (10.3). Это соотно- 
шение пригодно для любого автогенератора. Таким образом, задача 
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сводится к нахождению зависимости усиления схемы Ку от амплитуды 
и сопоставлению этой зависимости с величиной 1/К,.. Зависимость 
между Қу и амплитудой определяется типом усилительного элемента 
и схемой автогенератора. Для рассмотренной в предыдущем параграфе 
схемы автогенератора аналитическое определение зависимости К;(Ё,) 
осложняется тем, что напряжение смещения Е „о не является постоян- 
ной величиной, а изменяется вместе с амплитудой Е„. Это объясняется 
тем, что напряжение смещения создается постоянной составляющей 
сеточного тока в сопротивлении А, (см. рис. 19.3). Рабочая точка 
в начале запуска, соответствующая потенциалу е, = 0, постепенно 
смещается влево, как это показано на рис. 10.10. На этом ри- 


Рис. 10.10 Рае ШИ 


сунке Ё„ обозначает напряжение смещения в установившемся ре- 
жиме, характерном для нелинейного усилителя, работающего с от- 
сечкой анодного тока. 

Не останавливаясь здесь на подробностях расчета зависимости 
К;у(Е,), мы можем считать, что обращение неравенства (10.17) в ра- 
венство (10.3) возможно только снижением средней крутизны харак- 
теристики лампы при возрастании амплитуды колебаний. Иными 
словами, стационарный режим наступает при амплитуде, при которой 
средняя крутизна $.» отвечает условию 


Ки В 


Зер 29 р 

ИЛИ 

й = . 10.18 

ср (Кър) ьт ( ) 
Приведем еще один широко распространенный метод исследования 
автогенераторов, основанный на «колебательной характеристике» 
ГЕ з), где 1, — амплитуда тока в колебательном контуре. Колеба- 
тельную характеристику обычно получают экспериментально: поста- 
вив лампу в усилительный режим (т. е. устранив обратную связь), 
находят зависимость тока в контуре от амплитуды подводимого к сет- 
ке напряжения. Допустим, что эта характеристика имеет вид, пока- 
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занный на рис. 10.11 (кривая /). Для определения амплитуды тока, 
которая установилась бы в автогенераторе, т. е. в системе с самовоз- 
буждением, необходимо установить зависимость между током Г, и 
напряжением Е „, обусловленную обратной связью. Так как подаваемое 


на сетку напряжение равно 


Е, ах 9 Хен» 
где х. — сопротивление связи, то можно написать 
Га 
е Хев 


Зависимость ГЕ), определяемая линейной частью схемы, пока: 
зана на рис. 10.11 в виде прямой линии //, наклоненной к оси под 


углом 
1 
© = агсіе —. 
Хсв 

Эта линия называется линией обратной связи. 

Ордината точки пересечения линий / и // определяет стационар- 
ную амплитуду тока в контуре /,, а абсцисса — стационарную ам- 
плитуду сеточного напряжения Е,‚. Действительно, в точке пересе- 
чения величина тока /., развиваемого лампой в контуре (линия /), 
как раз совпадает с величиной тока (линия //), необходимого для соз- 
дания на сетке (по каналу обратной связи) напряжения Ё,, при ко- 
тором лампа дает ток Г. 

С увеличением связи наклон линии // уменьшается и стационарная 
амплитуда тока /, растет. При очень большой обратной связи стацио- 
нарная амплитуда /, может уменьшиться из-за убывания колебатель- 
ной характеристики (например, из-за возрастания сеточного тока). 
Такой режим получается при связи, соответствующей линии ОА 
(рис. 10.11). 

Обратимся к определению частоты автоколебаний. В первом при- 
ближении эта частота совпадает с частотой собственных колебаний 
контура [, С, г. Некоторое влияние на частоту оказывает шунтиро- 
вание контура внутренним сопротивлением электронной лампы. 

При линейном рассмотрении (на начальном этапе нарастания ам- 
плитуды) это влияние учитывалось коэффициентом (1 + и/Ю;) при 
последнем слагаемом в уравнении (10.10). Кроме того, некоторое влия- 
ние на частоту свободного колебания оказывает величина ©... 

Найдем поправку к частоте для стационарного режима автогене- 
ратора. С этой целью воспользуемся следующим приемом. Считая 
режим автоколебаний установившимся, составим дифференциальное 
уравнение, аналогичное (10.10), но с учетом зависимости параметров 
лампы от амплитуды. Для этого в соответствии с квазилинейным ме- 


тодом (см. $ 9.7), 5 нужно заменить наз, а №; на Р: тогда 


а? і | ЗсрМ \ @& І р. 
с 2 2. | ева 57 РЕ Т (10.19) 


аі ІС 


Е 1 СК: СЬ 


де Св. < 
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Следует подчеркнуть, что это уравнение имеет смысл для стацио- 
нарного режима, когда заведомо известно, что і; () является синусои- 
дальной функцией времени. Рассмотрим коэффициент при первой про- 
изводной, ранее обозначенный через 20, (см. формулу (10.11)}. 

Подставив в это выражение №; = 1/5.) [см. формулу (9.58) }, 
приведем его к виду 


А П М р м 
2,7 (| брт +25 (Р—1)]= 


1 — 2әр бер (Ко — Р). 


Но по условию (10.18) в стационарном режиме 
25р бер (Ко —0)= 1 


и, следовательно, ©, = 0. 
Таким образом, уравнение (10.12) переходит в следующее: 


2 1+8. 
——7 
ав Г 


Как и следовало ожидать, получилось уравнение гармони- 
ческого осциллятора. Это уравнение описывает гармо- 
ническое колебание с частотой 


==: 0, 


| ғани: 
теі 1-Е и/Ю.. (10.20) 

Поправку к частоте, зависящую от приведенного сопротивления 
лампы А;, приходится учитывать при оценке нестабильности, обуслов- 
ленной влиянием режима работы автогенератора. При выполнении же 
технических расчетов частоту автоколебаний обычно считают совпа- 
дающей с резонансной частотой колебательного контура. 

Имеются, однако, еще и другие факторы, которые влияют на ча- 
стоту генерации более существенно, нежели Ю;. Для выявления этих 
факторов рассмотрим фазовые соотношения в замкнутом кольце об- 
ратной связи автогенератора. 

Генерация возможна на частоте ®, при которой одновременно вы- 
полняются два условия (8.34). 

В гл. 8 при исследовании устойчивости линейной системы под ве- 
личиной КВ подразумевался модуль передаточной функции разомкну- 
той системы. В данном случае при рассмотрении стационарного со- 
стояния нелинейной системы под К следует подразумевать коэффи- 
циент усиления, определяемый выражением (9.59), а под В — коэффи: 
циент обратной связи К „„. Очевидно, что в стационарном режиме ге- 
нерации, когда выполняется условие (10.3), можно считать, что 


КВ=К, К =1. 
Это является первым условием стационарного режима. 
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Второе же условие (8.34) определяет баланс фаз в автогенераторе. 
В случае простого одноконтурного автогенератора это условие 


можно записать в форме 
(10.21) 


Фу + Фос = 27, 
где фу обозначен аргумент комплексного коэффициента усиления 
Ку, а Фо, — аргумент комплексного коэффициента обратной связи. 

Исходя из выражения для коэффициента усиления [см. формулу 
(5.33) ] 
Ку = — 8 2, (1). (10.22) 


где $. — в общем случае комплексная крутизна, получаем для Фу 
следующее выражение: 


Фу = Ф; +%Ф, +1. (10.23) 


Здесь ф; — аргумент $,.,а ф, — аргумент сопротивления параллель- 
ного колебательного контура. Слагаемое л учитывает знак минус 
в правой чаєти (10.22). 

Итак, уравнение баланса фаз (10.21) для одноконтурного генератора 
принимает вид 


Ф; + Ф; Р, +л = 2л 


ИЛИ 
Ф5 Ф; Ф, = 1. (10.24) 


Из условия (10.24) вытекает, что все факторы, оказывающие влия- 
ние на фазовые сдвиги в отдельных звеньях автогенератора, влияют 
и на частоту генерируемых колебаний. Так, например, включение 
фазосдвигающей цепи в четырехполюсник обратной связи сдвигает 
частоту генерации относительно резонансной частоты колебательной 
системы автогенератора. Работа подобного автогенератора, когда 
в качестве фазосдвигающего устройства используется линия задержки, 
подробно рассматривается в $ 10.10. 

В практике часто приходится считаться с некоторым влиянием и 
угла Фф, на частоту автоколебаний. Во всех предыдущих параграфах 
данной главы средняя крутизна лампы считалась действительной 
величиной (ф. = 0). Между тем следует отметить по крайней мере два 
фактора, придающих средней крутизне комплексный характер: а) не- 
полное отфильтровывание высших гармоник анодного тока и б) инер: 
ция электронов. 

Механизм влияния высших гармоник на частоту генерации за- 
ключается в следующем. При прохождении через колебательную си- 
стему эти токи создают некоторое, хотя и очень слабое, падение на- 
пряжения, благодаря чему результирующее напряжение между ано- 
дом и катодом, а следовательно, и между сеткой и катодом становится 
несинусоидальным. Это приводит к тому, Что положительная полу- 
волна сеточного напряжения, определяющая форму импульса анод- 
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ного тока, деформируется, становясь несимметричной относительно 
своего максимального значения. Асимметрия объясняется тем, что для 
высших гармоник анодного тока колебательная система представляет 
собой почти чисто реактивное, а для первой гармоники — активное 
сопротивление; добавочные напряжения от высших гармоник имеют 
начальную фазу 90° (при нулевой начальной фазе напряжения от пер- 
вой гармоники). 

Асимметрия импульса анодного тока в свою очередь приводит к не- 
которому сдвигу фазы первой гармоники тока относительно первой 
гармоники сеточного напряжения. В результате отношение /,. к Ё,, 
т. е. средняя крутизна $.„, становится комплексной величиной. Яс- 
но, что чем выше добротность колебательной системы, тем ближе анод- 
ные и сеточные напряжения к синусоидальным и тем слабее влияние 
высших гармоник на частоту генерации. 

При обычных для автогенераторов [С соотношениях относитель- 
ная поправка к частоте, обусловленная влияннем высших гармоник, 
порядка 10—4ч—10-5. 

Следует отметить, что описанное выше на примере лампового гене: 
ратора явление может быть распространено на любой автогенератор, 
в котором из-за ограниченной избирательности колебательной системы 
нарушается строго синусондальная форма генерируемого колебания. 

Второй из упомянутых выше факторов —влияние инерции элект- 
ронов — имеет существенное значение только в автогенераторах, ра- 
ботающих в диапазоне сверхвысоких частот, когда время пролета 
электроном междуэлектродных промежутков оказывается соизмери- 
мым с периодом колебания. Это создает фазовый сдвиг между напря- 
жениями на сетке и первой гармоники анодного тока. Этот сдвиг и яв- 
ляется аргументом Фф; комплексной крутизны $... Поясним это на 
примере одного из простейших автогенераторов, изображенных на 
рис. 10.3 и 10.4. Так как в этих схемах фаза коэффициента обратной 
связи не зависит от частоты (и равна 180°), то должно выполняться 
условие ф; + Ф, = 0. Если Ф, = 0, то и Фф, = 0. Это означает, что 
частота генерируемых колебаний совпадает с резонансной частотой 
контура о, [влияние А; здесь не учитывается, см. формулу (10.20) ]. 
‚Допустим теперь, что из-за инерции электронов угол ф; на рабочей 
частоте о. не равен нулю. Для баланса фаз требуется, чтобы аргу- 
мент ф, = —ф.. Это означает, что в системе устанавливается частота 
® отличающаяся от резонансной частоты контура @һ. 

Нетрудно установить связь между отклонением частоты и величи- 
ной Фф, = —Ф.. Для этого воспользуемся уравнением фазовой харак. 


теристики контура 
:  2Ло 
Ф = —агсів У 0) 


Полагая |ф | достаточно малым углом, можно исходить из прибли- 


женного равенства 
2Ао 
Ф; — —$. Аш —- — 0, 
Фр 
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откуда относительное отклонение частоты, необходимое для компен- 
сации угла Фф;, должно быть 


А 75 (10.25) 
Фр 29 
Например, при Фф, = —15° ах —0,25 рад (запаздывание /,, относи- 
тельно Ё.) и добротности @ = 100 получим 
ИИК. аа 19-108, 
Фр 2.100 


Так как время пролета электронов между электродами лампы, 
а следовательно, и угол Фс зависят от анодного напряжения, то ИЗ- 


менение этого напряжения приводит 
к некоторому изменению частоты авто- 
колебаний. Это является одним из 
факторов, определяющих нестабиль- 
ность частоты генератора. 

Существенно, что с повышением 
(0 дестабилизирующее влияние угла 
фз ослабляется. Этот вывод, следу- 
ющий из формулы (10.25), пояс- 
няется рис. 10.12. С увеличением 
крутизны фазовой характеристики 
контура (при увеличении 0) вели- Рис. 10.12 
чина |А а] = |® — Ф], необходимая 
для получения заданного компенсирующего угла фг, уменьшается. 
Это положение можно распространить и на любые другие дестаби- 
лизирующие факторы, кроме тех, которые действуют непосредствен- 
но на резонансную частоту контура. 

Таким образом, для повышения стабильности частоты автогене- 
ратора необходимо, насколько это возможно, повышать добротность 
колебательной системы при одновременном повышении эталонности 
этой системы. 

Иногда применяют конструкции конденсаторов и катушек, обес- 
печивающие ослабление влияния температурных изменений на резо- 
нансную частоту контура, а также, при особо жестких требованиях 
к стабильности частоты, термостатирование колебательной системы. 

В генераторах, работающих на волнах длиннее 30—40 м, широко 
применяется стабилизация частоты с помощью пьезокварцевых ос- 
цилляторов. Определенным образом вырезанные из кристаллов квар- 
ца пластины, обладающие пьезоэлектрическим эффектом, представ- 
ляют собой колебательную систему с очень высокой добротностью 
(порядка десятков тысяч) и высокой эталонностью. Введение в схему 
автогенераторов подобных колебательных контуров позволяет резко 
ослабить влияние различных дестабилизирующих факторов на часто- 
ту автоколебаний. На сверхвысоких частотах повышение стабильности 
частоты достигается применением высокодобротных полых резона- 
торов. 
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10.5. МЯГКИЙ И ЖЕСТКИЙ РЕЖИМЫ САМОВОЗБУЖДЕНИЯ 


Вернемся к рассмотрению рис. 10.11 и выясним поведение авто- 
генератора при изменении величины обратной связи. При ослаблении 
связи наклон линии // растет и при некотором критическом значении 
Кос, обращающем неравенство (10.17) в равенство (10.3), возникнове- 
ние колебаний невозможно. Линия связи, соответствующая кри- 
тической величине обратной связи, занимает положение ОВ (см. 
рис. 10.11). 

Если в автогенераторе с индуктивной обратной связью и колеба- 
тельной характеристикой вида рис. 10.11 плавно увеличивать М, то 


Рис. 10.13 Рис. 10.14 


начиная с критического значения М, амплитуда стационарного коле- 
бания будет плавно изменяться, как показано на рис. 10.13. Такой 
режим самовозбуждения называется мягким. 

Из предыдущего видно, что для получения мягкого режима необ- 
ходимо, чтобы колебательная характеристика начиналась из нулевой 
точки и имела достаточно большой наклон в области малых амплитуд. 
Все эти требования выполняются при использовании цепочки К Хер 
для создания напряжения смещения (автоматическое смещение). 
При подаче на сетку очень малых амплитуд Е, напряжение смещения 
близко к нулю и средняя крутизна Эр мало отличается от статической 
крутизны. Это обеспечивает линейный ход колебательной характе- 
ристики в области малых амплитуд Е’. С возрастанием Е, средняя 
крутизна уменьшается и колебательная характеристика принимает 
вид, показанный на рис, 10.11. 

Снижение средней крутизны обусловлено в основном ростом от- 
рицательного смещения и переходом рабочей точки на нижний сгиб 
характеристики, что приводит к отсечке анодного тока. При очень 
больших амплитудах Е, возможно также уменьшение анодного тока 
ИЗ-за возрастания тока сетки. 

При использвании принудительного смещения колебательная ха- 
рактеристика принимает вид, показанный на рис. 10.14. Для воз- 
‚ никновения колебаний в данном случае требуется очень сильная об. 
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ратная связь (линия ОА, взаимоиндукция М,). После того как коле- 
„ бания установились, связь можно ослаблять до величины М», при 
которой линия связи занимает положение ОВ. При дальнейшем ос- 
лаблении связи колебания срываются. Для восстановления колеба- 
ний М нужно увеличить до значения М;, соответствующего линии 
связи ОА. Такой режим самовозбуждения называется жестким. 
Зависимость стационарной амплитуды /, от величины М при жест- 
ком режиме показана на рис. 10.15, причем стрелками показано на- 
правление изменения М. 
Если принудительное напряжение смещения настолько велико, что 
колебательная характеристика начинается не из нуля (рис. 10.16), 


и} 1 1 


Рис. 10.15 Рис. 10.16 


то никакое увеличение обратной связи не способно вызвать автоколе- 
бания. Если же вызвать колебания с помощью внешнего воздействия, 
то при достаточно сильной обратной связи колебания могут продол- 
жать существовать и после прекращения воздействия. Из двух точек 
пересечения линий / и // точка С является устойчивой, а точка О — 
неустойчивой (имеется в виду динамическая устойчивость, т. е. угтой- 
чивость генерации). Это означает, что при небольших случайных огкло- 
нениях амплитуды тока в контуре около точки С система возвращается 
в исходное состояние, сколь же угодно малое отклонение амплитуды 
в районе точки О прогрессивно возрастает и переводит амплитуду /„ 
либо в устойчивую точку С, либо в точку О (соответствующую стати- 
ческой устойчивости). 

Поясним это положение для точки С (на рис. 10.14). Допустим, что 
амплитуда тока в контуре случайно увеличилась на величину Д/,. 
Это вызовет увеличение напряжения, подаваемого на сетку через об- 
ратную связь, на величину АЁ,. При напряжении на сетке Ё, + 
+ АЕ, лампа способна поддерживать в контуре ток /,, который мень- 
ше, чем [„ с. + А/,. Таким образом, ток в контуре не может удер- 
жаться на уровне [, „-- АЛ, и начнет убывать, т. е. возвращаться к ис- 
ходному значению /, „„. То же будет при случайном уменьшении тока 
в контуре. Аналогичными рассуждениями нетрудно доказать неустой- 
чивость амплитуды в точке О. 

Из приведенных рассуждений видно, что в генераторах с самовоз- 
буждением целесообразно применять автоматическое смещение, ко- 
торое позволяет сочетать благоприятные для запуска автогенератора 
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условия (Ехо = 0 в момент включения) с выгодным рабочим режимом 
в стационарном состоянии. При выборе сопротивления утечки можно 
исходить из условия получения требуемой величины Ё, в установив: 
шемся режиме автогенератора 


Е 
8. во! 


7 


[ во 
где /„ — постоянная составляющая сеточного тока в стационарном 
режиме. 

Емкость сеточного конденсатора С, должна быть достаточно боль- 
шой, чтобы за время между двумя импульсами сеточного тока напря- 
жение на нем изменялось незначительно. Это требование выполняется, 
если постоянная времени цепи утечки Т, = С.Ю, велика по сравне- 
нию с периодом автоколебаний Т, ==2л/®,. Таким образом, должно 
выполняться условие 


1 2л | 
СУ — 2 = Т). 
Р. Фр Р 


10.6. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ АВТОГЕНЕРАТОРА 


В предыдущих параграфах данной главы изучались условия воз- 
никновения колебаний и определялась устойчивость стационарного 
режима автогенератора. Необходимо рассмотреть весь процесс уста- 
новления автоколебаний: от первоначального включения и до стацио- 
нарного режнма. Этот вопрос помимо своего общего значения важен 
для ряда приложений, в которых приходится иметь дело с формиро- 
ванием коротких радиоимпульсов (например, в импульсных радио- 
системах). Для полного описания поведения автогенератора, охваты- 
вающего все стадии процесса установления, необходимо отказаться от 
условия малости амплитуд, лежащего в основе линейного дифферен- 
циального уравнения (10.10). 

Использованное при составлении этого уравнения линейное вы- 
ражение (10.9) 

і, = 8 (е, — Ри,) 
должно быть заменено нелинейной функцией 
і, =) (е, —Ри,), (10.26) 


определяющей анодный ток і,. при любых значениях е и и„. 

Для дальнейшего исследования удобно перейти от схемы, изобра- 
женной на рис. 10.8, к схеме, показанной на рис. 10.17. Использован- 
ная в этой схеме параллельная схема замещения колебательного кон: 
тура, не меняя сути дела, упрощает составление дифференциального 
уравнения для напряжений и„, действующего на контуре. При вы- 
бранных на этом рисунке направлениях токов и напряжений можно 
написать следующие исходные уравнения: 


ісі ірі =&, (10.27) 
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с=С 8, ие, „= | 4 (10.28) 


Подставляя выражения (10.28) и (10.26) в (10.27), получаем 


се 


+2, 5 |. 0—96, Риа). (10.29) 


Но в соответствии с выражением (10.28) 


Здесь знак плюс взят по соображениям, связанным с фазировкой 
обратной связи (см. $ 10.3). 
Таким образом, 


ее Ри) $ [(1-—В) и. |= ФКК Ри =4 (Ки), (1030) 


где 


К=Ки-—В. (10.31) 


Нетрудно видеть, что е, — Ри, = Ки, есть не что иное, как управ: 
ляющее напряжение сетки цупр. 

Подставляя выражение (10.30) в уравнение (10.29) и дифференци: 
руя последнее по 2, получаем 


4? На 1 аа 1 @ (Кио) 
и ЗЕ = Ма о АРЬЕ. 
а тев СЮ а к. С а! 


ИЛИ 


пе а ф (Киа) | +. =0 10.32 
412 Ее и) +16 Еа Оа 
Как и следовало ожидать, получилось нелинейное уравнение. 

Дальнейший путь заключается в подстановке в уравнение (10.32) 
какой-либо аппроксимации функции \ф(Ки,). Наиболее удобной яв: 
ляется аппроксимация с помощью степенного полинома. Чтобы не 
слишком усложнять задачу, в выражении (9.9) обычно сохраняются 


Рис. 10.17 


слагаемые со степенью не выше третьей: 


(а == ОН упр + Вих + Фир (10.32 


Входящее в выражение (9.9) напряжение сигнала е, заменено на 
управляющее напряжение. Слагаемое {„ опущено, так как оно не 
оказывает влияния на свойства функции и,, а также и на другие свя- 
занные с и, переменные величины, входящие в уравнение (10.27). 

Аппроксимация (10.33) пригодна для исследования лишь мягкого 
режима самовозбуждения, когда для ограничения амплитуды авто- 
колебаний достаточно захода на относительно слабо выраженные кри- 
волинейные участки характеристики. В случае жесткого режима для 
удовлетворительного описания характеристики в выражении (9.9) 
требуется сохранение по крайней мере еще и пятой степени. 

Итак, ограничиваясь случаем мягкого режима (наиболее распро- 
страненного в практике), приведем выражение (10.33) к виду, более 
удобному для подстановки в уравнение (10.32). Учитывая, что иупр = 
= Ки, (см. замечание, сделанное после формулы (10.31)], получаем 


1, =Ф(Ки)=аК и. ВК” иг —|1| К иа = и, +6. из — ?, па, (10.34) 
где 
„= Ко; В,= КВ; т, = «81| (10.35) 


Знак минус перед кубическим членом взят в соответствии с фор- 
мулой (9.14), из которой видно, что у отрицательно. 
Подставляя (10.34) в (10.32), получаем 
4? ис а Г! 1 В. 2 Ук] #1 
| — | — а, | и, — и и — Ш, = 
аё а :) с Чао 7 у 
или 
42 ид ак 1/9, В, Зук 2 \ бил | 
— — | = — ц  -—— —— ц — - —— =, 
а ( п аи :) е ба ОЦ 
Для сокращения записи и приведения последнего уравнения к ка- 
нонической форме введем следующие обозначения: 


да, = 0—18 = 208; „= 28; 
с =. (10.37) 
Кроме того, введем «безразмерное» время 
Тогда ==, (10.38) 
Чиа _ Е иа, Чиа 9 йи, (10.39) 


йі т ` аР ща. 
Подставляя все это в уравнение (10.36), получаем 


4? ц. | 2) йи 
Еу ББ Г (20, Е В. иа На) г + Иа = 0 
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ИЛИ 


а? ил В. Уз иа) е 
аии ла Та НЕ ш ааъ п. == 0, 
ат? :( У “ Фи. + 
где 
в 08, (10.40) 
От 


Переходим, наконец, от напряжения и, (в вольтах) к «безразмер- 
ному» напряжению 


и=и, Хг Я (10.41 ) 
20.2 
Тогда 
ёа ера Вер 2% 41 
ет. (1 = а) 4 и = 0). 
Вводя обозначение 
Вь 
и 24, Уз 


приходим к окончательному уравнению, известному под названием 
уравнения Ван дер-Поля: 


и е(1 + би—и?) 42 и=0. (10.43) 
ат? 
Величина и знак коэффициента ё зависят от вида характеристики 
и положения исходной рабочей точки. При симметричной характе» 
ристике, рассмотренной в $ 9.2, и при расположении рабочей точки 
в точке перегиба характеристики (см. рис. 9.5) коэффициент 6 == 0. 
В этом частном случае уравнение (10.43) несколько упрощается 


ВИРТ, и) Чи =0. (10.44) 


Хотя это уравнение составлено для случая фиксированного поло- 
жения рабочей точки и, следовательно, не учитывает изменения этого 
положения в процессе нарастания амплитуды (из-за изменения напря: 
жения Ё при автоматическом смещении), уравнение (10.44) все же- 
как показывает опыт, хорошо овисывает поведение автогенератора, 
работающего в мягком режиме. 

При малых напряжениях, когда и? « | (напомним, что и — без- 
размерная величина), уравнение (10.44) переходит в обычное линейное 
уравнение, совпадающее с уравнением (10.12), в котором көэффи- 
циент 20, совпадает с — #00. С увеличением напряжения все сильнее 
проявляется нелинейность системы. 

Методов, позволяющих получить точное решение нелинейного 
уравнения (10.44), не существует. 
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В значительной степени под влиянием требований радиоэлектро: 
ники, в современной математике широко применяются различные при 
ближенные (асимптотические) методы отыскания решения нелинеь 
ных уравнений типа (10.44) и других близких к нему уравнений. Не- 
которые из этих методов будут рассмотрены ниже. 


10.7. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ АВТОГЕНЕРАТОРА 
МЕТОДОМ МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ АМПЛИТУД 


Суть этого метода заключается в данном случае в том, что решение 
нелинейного уравнения (10.44) ищется в форме высокочастотного ко- 


лебания 
и=А(т) созт = А (ор) с0$ @р &, (10.45) 


где өз — частота, определяемая контуром, т.е. ©, = ®, = ИЕС, 
а А(т) — функция, медленно меняющаяся во времени. 

Как указывалось в $ 4.1, условие медленности заключается в том, 
что относительное изменение амплитуды за период Т = 2л/®. являет: 
ся достаточно малой величиной, т. е. 


1 дА 1 аА 1 
а 01 И < (10.46) 

В системах, близких к консервативным", каковыми являются авто- 
генераторы с высокодобротными колебательными контурами, условне 
(10.46) выполняется, так как для существенного изменения амплиту- 
ды и, следовательно, запасенной в контуре энергии требуется время, 
измеряемое значительным числом периодов. 

Итак, для отыскания приближенного решения уравнения (10.44) 
сстается найти только функцию А(т), т. е. огибающую амплитуд ко: 
лебания. Частота этого колебания просто приравнивается 0, а по: 
стоянная начальная фаза, которая в решении (10.45) опущена, может 
быть принята любой в зависимости от начальных условий запуска 
генератора?. 

Подставим выражение (10.45) в уравнение (10.44). 

Предварительно находим аи/ат, 4?и/4т? и и?аи/ат: 


аи ; : 
и = А соѕт, сеа — Азшт-+ А соѕ т, 
Т 


а? и . 5 . . 1 М 
== — Дсоз т — А ѕіпт—А ѕіпт- А созт <= — А соѕт— 2А іп т, 


? 
ат? 


' Консервативными называются системы, в которых запас энергии являет- 
ся постоянной величиной. 
* В действительности фаза, а следовательно, и частота колебания в процес- 


се установления являются функцией времени. Для определения «поправки» к час- 
тоте необходимо находить второе или даже более высокие приближения, 
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Слагаемое с Д отбрасывается, так как вторая производная медлен- 
но меняющейся функции является величиной малости второго по: 
рядка, слагаемое же, содержащее соѕ З т = соѕ Зо, (1), отбрасывается, 
так как утроенная частота отфильтровывается колебательным кон- 
туром, настроенным на частоту @р. Кроме того, следует иметь в виду, 


что последнее слагаемое вида Э соѕт после подстановки в уравнение 


(10.44) и умножения на малую величину е также отбрасывается, 
как величина малая по сравнению со слагаемыми с коэффициентами 


вида А,А или #4?. Подставляя полученные соотношения в уравне- 
ние (10.44), получаем 


(— А созт 2А ѕіп т) —= ( —Азтт-+ Асоѕт) — 
—в (3 пт) +Асозт—0 


или 
, А АЗ. 
2А ѕіпт—еАѕіпт Не 8іпт=0, 


Слагаемое вА соѕт отбрасывается как произведение двух малых 
величин. Итак, 


(24—ел +) зтт=0. 


Так как ѕіпт 5 0, то приходим к следующему уравнению для ам- 
плитуды: 


24е 4) =0. (10.47) 


Умножая на А и учитывая, что ЗАД = 242/47, переписываем 
это уравнение в форме 
р (4 = а, (10.475) 


Получилось уравнение первого порядка относительно квадрата 
амплитуды А. Стационарная амплитуда А,„ определяется из этого 
уравнения сразу, достаточно приравнять нулю производную от 4°. 

Таким образом, 

д 
2 РОР 
Аст 4 = 0, 
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откуда 
А... (10.48) 


Итак, при неполной кубической аппроксимации стационарная 
амплитуда напряжения ( безразмерного) на контуре равна двум. Пе- 
реход к «размерной» амплитуде будет сделан далее. 

Для решения уравнения (10.47') используется слёдующая замена 
переменной: 


А? 5 
х 
Тогда 
1 
а | =} 
х 1-24 Е 
ат х 4х? 
ИЛИ 
1 ах 1 1 
—— — — Е — — — = 
х? 4% (5 ыы 
И 
5 += (5—4 ) =0 
ат 
Теперь разделим переменные, после чего получаем 


ах 


{И 


После интегрирования этого выражения получим 


= — 17. 


Пусть начальное значение амплитуды колебания в момент т == 0 
равно А. Тогда соответствующее этому моменту значение хо равно 


2 
1/Ао. Полагая в последнем выражении т = 0, находим постоянную 
интегрирования С: 


С = — |п (4). 


Следовательно, 


Е=0-98. 


Ах, — ] 
Подставим знаменатель этого выражения в форме 

4х1 — еете, (10.49) 
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Тогда 
4х — 1 =е—2(ч— 1), 


а= еса) 


и, наконец, | 
1 4 
А? — хк 14е (9—9), (10.50) 


где т.о определяется из формулы (10.49) по заданной начальной ам: 
плитуде А? = 1/хо. 

Подставляя выражение (10.50) в (10.45), получаем 

нм . (10.51) 
у1+ет 7—70) 

Совершая переход от ти и к первоначальным переменным ѓи а, 
[по формулам (10.38) и (10.41)] и используя формулу (10.40), записы- 
ваем это решение в форме 

2 у 2а і 
и = и э/\э с05 (Фр - Фо) (10.52) 
Ут е(29/®р) (р — т) 
где фо — произвольная начальная фаза колебания. 
Учитывая, что в соответствии с формулами (10.37) 


2 Ба ИК С 1 / 40а, — ИК) 
22а, / у, у С Зу; № 


2%, а, — 1/8 
р ®рС 


приходим к следующему окончательному выражению для мгновенного 
значения напряжения на колебательном контуре автогенератора 


р 18 
Зук 


а 008 (0р4 Фо) = И, (1) соз (01 + Фо), 


а 717. Ирр 10.53 
1-е С З (10.53) 


где ѓо = то/ор, причем т, определяется из формулы (10.49). 

Для выяснения характера нарастания амплитуды автоколебания 
удобно выразить огибающую (С „(#) через начальную амплитуду С... 
Замечаем, что при { == 0 эта амплитуда равна 


и 4 (а. — 1/Р) 
з Оа 
Е сезилиши (10.54) 


Ооо = а 1/8 — а„—1/К и 
. С А (е 
і { е і +е 
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где 


400, 1/8). 
0.„= УДГУ 


представляет собой стационарную амплитуду. 
Если начальные условия запуска определяются свободными коле» 
баниями включения, то И «< Слот: 
Следовательно, в последнем выражении 
а 1/К 


в е "р 


и можно считать 
“„—1/К Р 
ЕРЕ 206 е 
О ао = — Ст е 
ИЛИ 


е! у (О, ст Гао)? 


Итак, огибающая амплитуд 
Оо ст 


а, — 1/Ю у 
И ее Е С | 
Ооо 


Отсюда видно, что на начальном этапе запуска автогенератора 
(і близко к нулю), пока 


О (2) = (10.55) 


о а —1/К 
(==) Е": & С У І, 
ао 


огибающая нарастает по экспоненциальному закону 


0: — ЛАВ Р 
О.) = Оле 26. (10.56) 
Этот результат совпадает с огибающей в выражении (10.13) (разные 


формы показателя степени определяются различием схем, изоб- 
раженных на рис. 10.8 и 10.17). 


В выражении (10.55) полезно перейти от &, ка = 8 [с помощью 
формул (10.35) и (10.31)1: 
20—118 Ка — 1/8 _ (Ке— 0) 5—18 _ 


————— = А _—_—__ 


б б С 
(Кос р) 588—1 
РС | 


Если учесть, кроме того, формулу (10.18), из которой следует, что 
(Ко = В) К= 1/8, | 


(10.57) 
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то получим 


с... ан И ба _ а=, 
С РС Саа 


где с = 1/2ЮС — затухание собственно контура. 
Итак, окончательно 


Оа ст — 


и (ба) 46р 09и 
Оа, 


где ©, определяется выражением 
(10.37). т 


Общий характер функции О 102) У 

для нескольких значений параметра ша 

и м 

п = 091 (10.59) 1+ 

Оа о + 

показан на рис, 10.18, Е 

Из выражения (10.58) и рис. 10.18 | ыгавнини 

видно, что время установления ста: 024680 12а, ё 

ционарной амплитуды существенно 

зависит от начальной амплитуды, Рис. 10.18 


т. е. от начальных условий запу- 
ска. Этот вопрос имеет важное значение для импульсных автогене. 
раторов. 


10.8. ДВУХКОНТУРНЫЕ АВТОГЕНЕРАТОРЫ. 
ЯВЛЕНИЕ ЗАТЯГИВАНИЯ ЧАСТОТЫ 


Помимо рассмотренных в $ 10.2 простейших одноконтурных авто- 
генераторов в практике широко применяются автогенераторы с более 
сложными колебательными системами. Особенно часто встречаются 
двухконтурные схемы двух типов: с обратной связью через между- 
электродную емкость анод — сетка (рис. 10.19, а) и через емкость 
анод — катод (рис. 10.19, 6). Источники питания на рис. 10.19 не по: 
казаны. 

Рассмотрим условия самовозбуждения в схеме с обратной связью 
через емкссть анод — сетка (рис. 10.19, а). Представим колебательную 
систему автогенератора в виде одного контура, состоящего из последо: 
вательного соединения трех элементов: емкости С, реактивного со» 
противления х,„, участка сетка — катод и реактивного сопротивле- 
ния Х.һ участка анод — катод (рис. 10.20). 
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Из условия противофазности напряжений Ё, и ЏО, а также для 
того, чтобы контур был колебательным, сопротивления хг И Х.һ На 
частоте генерации должны быть индуктивными. Следовательно, при: 
ходим к выводу, что самовозбуждение в рассматриваемой схеме воз- 
можно только на частоте, меньшей, чем резонансные частоты ди @,, 
так как только при этом условии сопротивления х, И Хар ЯВЛЯЮТСЯ 
индуктивными. ; | 

К этому же выводу можно прийти и другим путем. р 

Рассматривая контур как реактивный двухполюсник, включенный 
между анодом и катодом лампы, получаем для результирующего со- 
противления между точками а — А частотную зависимость, представ: 


аав ааа ааа 


а) $) 
Рис. 10.19 


ленную на рис. 10.21. Так как рассматриваемый двухполюсник про- 
пускает постоянный ток, то зависимость 2,(@) начинается из нуля. 
Частоты о; и о, соответствуют «параллельным» резонансам, а о, — 
«последовательному» разонансу. 

Поскольку для нормальной работы автогенератора требуется боль- 
шое нагрузочное сопротивление между анодом и катодом, генерация 
на частоте @, невозможна. Из двух частот, соответствующих резонансу 
токов, о; меньше резонансных частот сеточного и анодного контуров 
9; И ®, а в; лежит между указанными частотами". На основании 
указанного выше условия противофазности напряжений Е, и 0, при- 
ходим к выводу, что генерация возможна только на одной частоте и, 
меньшей, чем нижняя из частот @,; и ®,. 

В схеме с обратной связью через емкость анод — катод 
(рис. 10.19, 6) эквивалентный колебательный контур принимает вид, 
показанный на рис. 10.22. В данном случае для противофазности на- 
пряжений Ё, и С, необходимо, чтобы на частоте генерации сопротив- 
ление х, было емкостным. Следовательно, частота генерации о, долж- 
на быть выше, чем резонансная частота параллельного контура, вклю- 


—__ 


' Первый резонанс получается, когда оба сопротивления хех и хол индук: 

тивны, т. е. при частоте 0, отвечающей условиям @у < Фен фу < ва. 
Частота же ®, не может превышать наивысшей из частот фу или ®о, так как 

при этом хаһ и Хак являлись бы емкостными сопротивлениями и резонанс был 


бы невозможен. 
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ченного между сеткой и катодом. С другой стороны, так как участок 
анод — сетка должен быть индуктивным (поскольку остальные два 
участка являются емкостными), то частота генерации должна быть 
ниже, чем резонансная частота контура, включенного между анодом 
и сеткой. Отсюда видно, что для самовозбуждения частота ®„, должна 
быть обязательно выше, чем частота @&„„, И частота генерацин лежит 
между значениями @,, И ® д. | | 

Существенно, что если сеточный и анодный контуры обладают 
значительной расстройкой, то основное влияние на частоту автоколе- 


баний оказывает изменение параметров того из контуров, частота 


Рис. 10.20 Рис. 10.21 


которого ближе к резонансной частоте эквивалентного контура. 
В схеме, изображенной на рис. 10.19, а, например, таким контуром 
является контур, частота которого минимальна. 

Это свойство двухконтурной схемы часто используется для искус- 
ственного повышения стабильности частоты автогенераторов путем 
введения в схему высокодобротного эталонного контура, который в ос- 
новном и определяет частоту генерации. Второй же контур (нагрузоч- 
ный) при этом настраивается на частоту, заведомо более высокую, 
чем частота эталонного контура. В качестве эталонного контура, как 
отмечалось в $ 10.4, часто применяется кварцевая пластина. 

Рассмотрим теперь одну особенность автогенераторов, у которых 
линейная часть схемы представляет собой систему из двух связан- 
ных контуров, причем непосредственно с активным элементом связан 
лишь один из контуров (рис. 10.23). При сильной связи подобная ко- 
лебательная система является двуволнистой, т. е. имеются две частоты 
свободных колебаний (так называемые «частоты связи») и, следова- 
тельно, две резонансные частоты. Так как коэффициент обратной свя- 
зи в схеме, изображенной на рис. 10.23, и в других аналогичных схе- 
мах почти не зависит от частоты, то необходимые для самовозбужде- 
ния условия могут вполне выполняться для обеих частот связи. Воз- 
никают вопросы: 1) могут ли существовать автоколебания на двух ча- 
стотах; 2) если это невозможно, то на какой из двух частот установится 
генерация? 
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Для выяснения этих вопросов рассмотрим сначала следующую 
задачу: пусть заданы резонансные частоты обоих контуров ө, И @р», 
в общем случае произвольные, а также величина коэффициента свя- 
зи А, и требуется определить частоты, при которых наступает резо- 
нанс в первом контуре схемы рис. 10.23. 

Для этого нужно, чтобы обращалось в нуль полное реактивное 
сопротивление первого контура х:., (с учетом вносимого из второго 
контура реактивного сопротивления х,н). 


Рис. 10.22 Рис. 10.23 


Учитывая, что собственное реактивное сопротивление первого 
контура 
1 


х=®[— ——, 
1 1 аб, 
а 
2 о? М? СЕ ) 
Ы 2 Х12 ри оС» 
Е Е И) 
гал? г? Рене ) 
т Е оС. 


получаем следующее уравнение для определения искомых резонансных 
частот: 


1 
о? М? (9) 
Е. 


Отыскание корней этого уравнения о, и о, в общем случае при 
учете сопротивления г» связано с весьма громоздкими выкладками. 
При сильчой связи, когда Е в несколько раз больше «критической 
связи» резонансные частоты системы ®, и ®,, весьма существенно 
отличаются от резонансных частот контуров ®1 и ог. Можно поэтому 
принять, что вблизи искомых частот выполняется условие 


| 
г. «|@;, пн 
ПЕТ. 


386 


Отбрасывая поэтому г., перепишем приведенное выше уравнение 
в упрощенном виде: 


| 


1; 


оС, 
Разделив это выражение на [1[.› и учитывая, что 
М? ра. 1 8: 4 


1 2 
— —— = (1) ————— = (0) 2, 
Лер а т“ Вы 


получаем 
(1—2) о“ — (0691 +055) о’ + об @р2 = 0. 


шр од ш 42 


Рис. 10.24 


Из четырех корней полученного биквадратного уравнения два 
отрицательных корня должны быть отброшены как не имеющие фи- 
зического смысла. Положительные же корни, определяемые выра- 
жением 


оё го -Е У (62, + р)? —4 (1—2) 0202, 

2(1— #2) 
дают искомые резонансные частоты первого контура с учетом влияния 
второго контура. 

На рис. 10.24 изображены графики зависимости о, и о, от резо- 
нансной частоты второго контура при фиксированной частоте первого 
контура ор, построенные при некоторой достаточно большой вели- 
чине коэффициента связи №. Проведем теперь качественное рассмот- 
рение явлений при запуске автогенератора. В первый момент в схеме 
могут возникать оба колебания с частотами, близкими к о; и &.,, и, 
пока амплитуды малы и нелинейность системы еще не проявляется, 
оба колебания нарастают по амплитуде почти независимо. Крутизна 
нарастания амплитуд не является, однако, одинаковой для частот 
0, И о;у. В зависимости от относительной расстройки контуров резо- 
нансное сопротивление нагрузки при одной из частот связи больше 
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или меньше, чем при другой. Следовательно, и усиление схемы неоди- 
наково для частот о, и ®,,. Это приводит к тому, что амплитуда од- 
ного из колебаний (для которого резонансное сопротивление больше) 
выходит на нелинейный участок характеристики лампы раньше, чем 
амплитуда второго колебания. 

В $ 9.9. было показано, что взаимодействие двух колебаний в не- 
линейном элементе (ограничителе) приводит к подавлению слабого 
колебания более сильным. Следовательно, по мере выхода на нелиней- 
ный участок вольтамперной характеристики активного элемента пер- 
воначальное преобладание одного из колебаний растет и приводит 
к полному гашению второго колебания. 

Таким образом, приходим к выводу, что в автогенераторе с дву- 
волнистой колебательной системой (см. рис. 10.23) в стационарном 
режиме существует только одно колебание с частотой либо о,, либо 
® уу. Допустим теперь, что после установления стационарного режима 
мы начнем изменять настройку одного из контуров, например вто- 
рого, сохраняя резонансную частоту первого контура ‚1 постоян- 
ной. Как при этом будет изменяться частота генерируемых колеба- 
ний? Ответ на этот вопрос может быть получен с помощью графиков, 
приведенных на рис. 10.24. Пусть в схеме возбуждены колебания сна- 
чала на частоте ®,, соответствующей частоте @ < өр (точка А 
на кривой ®,). Установление этой частоты обусловлено, очевидно, 
тем, что при @р < @р; резонансное сопротивление г, „ (®,) больше, 
чем 2, р (@;;). 

При постепенном повышении частоты ®„ путем изменения емкости 
или индуктивности второго контура частота генерации будет сначала 
идти по кривой &,, а затем в точке Е, расположенной правее точки 
Фр» = @®ра, частота скачком перейдет на кривую о,,. При обратном 
изменении @рз частота генерации будет идти по кривой 0, до точ- 
ки Ё, где скачком перейдет на кривую ®,. Перескок частоты в точке Е 
объясняется тем, что на участке от @р до о, (рис. 10.24) условия ге- 
нерации более благоприятны для частоты 0, однако ранее возбужден: 
ное колебание ®, оказывается устойчивым и при некотором сниже- 
нии 2, р. Когда г,р уменьшится настолько, что колебания ‹, станут 
неустойичивыми, происходит срыв этих колебаний и возникно- 
вение колебаний с частотой ®‚,. Аналогично может быть объяснен и 
скачок частоты генерации в точке А. Таким образом, получается «пет 
ля затягивания частоты». Ширина области затягивания єю. — «р 
тем больше, чем сильнее связь между контурами и чем выше доброт- 
ность второго контура. 


10.9. АВТОГЕНЕРАТОРЫ С ВНУТРЕННЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ , 


При рассмотрении механизма возникновения колебаний в авто- 
генераторе (см. $ 10.3) мы встретились с понятием отрицательного со- 
противления, вносимого в колебательный контур при надлежащем 
выборе фазы обратной связи. При этом в соответствии с обобщенной 
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схемой автоколебательной системы (см. рис. 10.1) имелась в виду 
внешняя обратная связь. 

Существуют, однако, некоторые электронные приборы, которые 
позволяют получить отрицательное сопротивление за счет падающих 
участков на вольтамперной характеристике без введения в схему спе- 
циальных элементов обратной связи. К таким приборам относится, 
например, туннельный диод, а также обычные тетроды и пентоды при 
соответствующем подборе напряжений на электродах. 

На рис. 10.25 показана вольтамперная характеристика туннель- 
ного диода, представляющая зависимость прямого тока диода от по- 


“ 


Рис. 10.25 Рис. 10.26 


ложительного напряжения смещения. На падающем участке а — 6б 
дифференциальное сопротивление диода отрицательно: 


‘ 


НЕТ. о. 

йі, 
Здесь а — угол наклона касательной к кривой і, = (е) в рабочей 
точке ЕЁ ,. 

Аналогичная характеристика получается у тетрода при сильно 
выраженном динатронном эффекте (рис. 10.26). 

При подключении электронного прибора с подобными вольтам- 
перными характеристиками к колебательной системе можно осущест- 
вить генерацию высокочастотных колебаний. Получается автогене- 
ратор с внутренней обратной связью. На 
рис. 10.27, а изображена схема «динатронного генератора», в которой 
в качестве отрицательного сопротивления используется тетрод. Как 
видно, в этой схеме нет специальных элементов для создания обратной 
связи. Отрицательный характер сопротивления лампы достигается 
установкой рабочей точки на падающем участке характеристики 
(рис. 10.26). Для этого на анод подается напряжение питания Ё,, 
меньшее, чем на экранирующую сетку. 

Эквивалентная схема контура, шунтированного отрицательным 
сопротивлением Ю_, изображена на рис. 10.27, 6. По отношению 
к этому сопротивлению и, рассматривается как электродвижущая си- 
ла, так что ток і, и напряжение и. связаны соотношением іа == ис /Ю_. 
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Рассматривая, как ив $ 10.3, начальный этап развития колебаний 
(малые амплитуды), исходим из уравнений, аналогичных уравнениям 
(10.7)—(10.8), с тем лишь отличием, что первое уравнение (10.7) за- 
пишем в виде і, + і. = —,. 

Учитывая далее приведенное выше выражение для тока і, и ис- 
пользуя третье уравнение системы (10.7), получаем вместо (10.10) 
следующее линейное дифференциальное уравнение: 

т й ' аі 1+ ’/Ю 
а Е о) а раа 088 Ц (10.60) 


аі ІС 


Рис. 10.27 


Для того чтобы амплитуда колебания нарастала, коэффициент 
при первой производной должен быть отрицательным. Отсюда полу: 
чается условие возникновения колебаний в виде 


1 Га 


Г 
+в Б за 


Т, . 
ИЛИ 
А, ТА раа. (10.61) 
"С С Р 
Здесь |Ю_| — абсолютная величина отрицательного сопротивления; 
г. р — резонансное сопротивление контура. 


Когда сопротивление |Ю_|, зависящее от амплитуды колебания (при 
переходе на нелинейную часть характеристики лампы), увеличится до 


ІА (0,) |=, р, (10.61) 
в автогенераторе установится стационарная амплитуда колебаний. 
Режим устойчив, если кривая | Ю_(И„)| пересекает линию | Ю_ | = г, 


с положительным наклоном (рис. 10.28). Все, что в предыдущих па: 
раграфах было сказано о характере нелинейной зависимости средней 
крутизны от амплитуды управляющего напряжения, в данном случае 
может быть распространено на характер зависимости величины, об: 
ратной | А_ |, от напряжения (/,. 

Из-за недостаточной устойчивости динатронного эффекта и низких 
энергетических качеств динатронные генераторы применяются до- 
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вольно редко. Значительно большее распространение (в радиоизмери. 
тельных устройствах, в качестве гетеродинов приемников ит. д.) 
получили так называемые транзитронные генераторы, работающие на 
пентодах. В транзитронном генераторе используется зависимость рас- 
пределения электронного тока между анодом и второй сеткой лампы 
от напряжения на третьей сетке. При увеличении потенциала послед- 
ней ток із падает. Зависимость і,» (е„з) изображена на рис. 10.29. 

Если в цепь второй сетки ввести колебательный контур, а перемен- 
ное напряжение подавать на третью сетку (рис. 10.30), то можно осу: 
ществить усиление колебаний; в отличие от обычного усилителя с кон- 
туром в анодной цепи в данном случае выходное напряжение совпа- 
дает по фазе с напряжением входа. 


0 7 ёд 
Рис. 10.28 Рис. 10.29 


Действительно, при положительном приращении напряжения 
рз ТОК іг, убывает, падение напряжения на контуре снижается, а 
потенциал второй сетки (по отношению к катоду) растет. Промежуток 
вторая сетка — катод ведет себя при этом как отрицательное сопро- 
тивление, поскольку производная 


а 
А 


Че 


Для перехода от усиления колебаний к самовозбуждению необ. 
ходимо переменное напряжение с контура подать на вход, т. е. на тре. 
тью сетку. Для этого вторую н третью сетки по высокой частоте нуж: 
но соединить накоротко. Таким образом приходим к схеме транзи- 
тронного генератора, показанной на рис. 10.31. Сопротивление Р, 
берется достаточно большим (порядка 100 ком), чтобы в контур не 
вносить заметного затухания. Емкость С ,, соединяющая вторую сет- 
ку с третьей и необходимая для разделения постоянных токов, должна 
для частоты автоколебаний обладать по сравнению с А, малым сопро: 


тивлением. Таким образом, 


6. — 


г Юо 


При выполнении этого условия вторую и третью сетки по высокой 
частоте можно считать эквипотенциальными. Следовательно, падающий 


участок характеристики {2 (ёз), показанный на рис. 10.29, можно ото- 
ждествлять (для переменных токов и напряжений) с характеристикой 
із (Дегз). Для возникновения колебаний необходимо, чтобы абсолют- 
ная величина отрицательного сопротивления, равная 


В-Е/ да 


йе сз 
отвечала условию (10.61). , 
Стационарная амплитуда колебаний установится, когда среднее 
сопротивление | Ю (Е, з) |, возрастая с увеличением амплитуды Е 
сравняется с 2, |. 


, 


Рис. 10.30 Рис. 10.31 


Простота схемы и отсутствие необходимости в подборе обратной 
связи делают в некоторых устройствах транзитронный генератор 
удобным источником колебаний малой мощности. Помимо тетродов, 
пентодов и туннельных диодов существует большое число других не- 
линейных устройств, вольтамперные характеристики которых можно 
сделать падающими, обеспечивая этим генерацию незатухающих ко- 
лебаний. 


10.10. АВТОГЕНЕРАТОР С ЗАДЕРЖКОЙ 
В ЦЕПИ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


Пусть имеется автогенератор с избирательной нагрузкой и линией 
задержки в кольце обратной связи. Подобный генератор можно пред- 
ставить в виде обобщенной схемы (рис. 10.32), аналогичной схеме 
рис. 10.1. 

Рассматривая линию задержки Т как идеальный четырехполюсник 
с передаточной функцией е-/©7 (см. $ 8.8), мы можем представить ли: 
нейную часть схемы состоящей из колебательного контура и задерж- 
ки Т, в виде одного четырехполюсника обратной связи с передаточной 
функцией 


Кос 1 (@ — в) = Ки(®— р) еке“ Кое’, (10.62) 
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где К, — модуль передаточной функции колебательного контура, об. 
ладающего резонансной частотой %@,, а Фф, — фазовая характеристика 
контура. 

В полосе прозрачности контура можно считать, что Фф, = 
дг —(® — ®)т,, где т, — постоянная времени контура. 

Введение в схему линии задержки не изменяет модуля передаточ- 
ной функции, но существенно влияет на результирующую фазовую 


характеристику 
(10.63) 


Рис. 10.32 


При достаточно большой задержке Т наклон результирующей фа- 
зовой характеристики определяется, в основном, слагаемым ФТ, 
причем может оказаться, что в полосе прозрачности колебательной 
системы изменение ф; достигает значительной величины, превышаю- 
щей несколько полных оборотов 2л. Подобный случай изображен на 
рис. 10.33, на котором ®—, @_1, @, ®› ит. д. обозначают частоты, лежа- 
щие в полосе прозрачности контура, при которых ординаты фазовой ха- 
рактеристики Ф, равны я2л, где п — целое число. Так как при указан- 


ных частотах выполняется баланс фаз и амплитуд (см. $ 10.4), то каждая 
из них может являться частотой автогенерации. Можно сказать, что 
введение в кольцо обратной связи достаточно большой задержки при- 
дает системе аналогично рассмотренному в гл. 8 гребенчатому фильтру 
многочастотный характер. Роль колебательного контура при этом 
сводится лишь к ограничению числа «зубцов гребенки», для которых 
обеспечивается усиление, необходимое для автогенерации. 
Возникает вопрос: могут ли одновременно устойчиво существовать 
несколько автоколебаний с различными частотами? Ответ на этот 
вопрос зависит от таких факторов, как число частот в полосе прозрач- 
ности контура, при которых выполняется фазовый баланс, форма ам- 
плитудно-частотной характеристики избирательной нагрузки, режим 
самовозбуждения («мягкий» или «жесткий») и некоторые другие. 
Рассмотрим сначала случай, когда в полосе прозрачности одиноч- 
ного колебательного контура имеется всего лишь две частоты, на ко- 
торых возможна генерация: о; и о. Это означает, что в полосе 


$93 


2А в, = ?/т, (т, — постоянная времени контура) набег фазы в линии 
задержки Т близок к 2л, т. е. 2Ло,Т ^ 2л или Т ^ п/А®, ^ лт,. 
Примерное расположение @; и @, на оси частот показано на 
рис. 10.34. Через Е; и Е, обозначены амплитуды колебаний с указан- 
ными частотами в какой-то момент времени после запуска генератора 


Ин =“ Гебш о Сот 


> 


-- _---->------я“- 


Рис. 10.33 


с мягким режимом возбуждения. При циклическом обходе замкнутого 
кольца обратной связи при каждом прохождении через нелинейный 
элемент соотношение между амплитудами Ё; и Ё, будет изменяться 
в пользу Е. С аналогичной ситуацией мы имели дело в $ 9.9 при рас- 
смотрении явления подавления 
слабого сигнала в амплитуд- 
ном ограничителе, а также в 
$ 10.8 при рассмотрении явле- 
ния затягивания частоты. В 
конце концов колебание с ча- 
стотой Фу полностью подав- 
ляется и в системе остается все: 
го лишь одно колебание с часто- 
той @,, для которого началь- 

Рис. 10.34 ные условия при запуске бо- 

лее благоприятны. 

Иначе обстоит дело в автогенераторе с жестким режимом самовоз- 
буждения, когда при запуске для установления автоколебаний тре- 
буется посторонний источник колебаний. В зависимости от выбора за- 
пускающей частоты в генераторе может быть установлен стационар- 
ный режим на любой из частот, в, или 2. Отсюда видно, что «жест- 
кий» автогенератор с запаздывающей обратной связью может быть ис- 
пользован как устройство, запоминающее одну из нескольких частот, 
подаваемых в момент запуска. При достаточно большой задержке Т 
число таких частот (при заданной колебательной системе) может быть 
сделано весьма большим. 
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Вернемся к «мягкому» автогенератору и допустим, что в полосе 
прозрачности колебательной системы имеется значительное число ча: 
стот возможной генерации. Так как эти частоты расположены на оси @ 
эквидистантно (рис. 10.35), то можно допустить существование сово- 
купности колебаний с частотами @;, @›, @з и т. д. при амплитудных 
и фазовых соотношениях, характерных для угловой модуляции. По- 
добное сложное колебание, обладающее постоянной амплитудой, про- 
ходит через нелинейность (амплитудный ограничитель) без деформа- 
ции, т. е. без изменения соотношения между отдельными составляю- 
щими спектра. Это означает, что нелинейная часть автогенератора не 
препятствует одновременной генерации сетки частот. Этого, однако, 


Ишь 


Чушь, о 2 
о 
Рис. 10.35 Рис. 10.36 


еще недостаточно для устойчивой генерации. Необходимо, чтобы пере- 
даточная функция избирательной системы обеспечивала сохранение 
внутриспектральных соотношений. Более подробное рассмотрение ! 
показывает, что для устойчивой генерации спектра частот амплитуд- 
но-частотная характеристика колебательной системы должна иметь 
неравномерность типа седловины (рис. 10.36). 

Генератор с запаздывающей обратной связью обладает некоторыми 
другими интересными свойствами, обусловленными большой крутиз- 
ной фазовой характеристики (например, повышенной стабильностью 
генерируемой частоты). 


10.11. ГЕНЕРАТОРЫ КС 


Генераторы с колебательным ЁС контуром эффективны для полу- 
чения высокочастотных колебаний. Для генерирования же низких 
частот (меньше 15—20 кгц) они неудобны из-за конструктивных со- 
ображений (колебательный контур получается слишком громоздким 
и трудно перестраиваемым). В связи с этим для генерирования низко- 
частотных синусоидальных колебаний малой мощности широко при- 
меняются так называемые ЮС-генераторы. Один из вариантов схемы 
такого автогенератора изображен на рис. 10.37. Отличие этого гене- 
ратора от обычного генератора типа [С заключается в том, что вместо 


1 См. И. С. Гонор овский, К теории высокочастотных автогенерато- 
ров с запаздывающей обратной связью. «Радиотехника», 1958, № 5 и приведен- 
ную в этой статье литературу. 
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нагрузочного колебательного контура здесь применено простое оми- 
ческое сопротивление Юа, а обратная связь осуществляется при по- 
мощи специального четырехполюсника, составленного из омических 
сопротивлений и конденсаторов. 

Для получения генерации на какой-либо определенной частоте 
необходимо, чтобы сумма фазовых сдвигов при обходе замкнутого 
кольца обратной связи равнялась 2л и коэффициент усиления лампы 
являлся величиной, обратной коэффициенту обратной связи [см. фор- 
мулу (10.3). 


Рис. 10.37 


Так как обычно №, < К, то в схеме, изображенной на рис. 10.37, 
лампа работает как обычный усилитель на сопротивлениях и, следо- 
вательно, поворачивает фазу на 180°: обведенный пунктиром четы- 
рехполюсник обратной связи должен обеспечивать дополнительный 
сдвиг фазы на 180°. 

Нетрудно выявить требования, предъявляемые к элементам четырех- 
полюсника. Придерживаясь обозначений рис. 10.37, составляем си- 
стему уравнений: 


(+в) а= 0, 


1 | | 
— СЕИ г 1-0, (10.64) 


ЕЕ м РТР 
я ь+(®+? с) 0. 


Решая эту систему, находим 


: 1 
= ЎЗ ее 0.65 
80.166 — ось ПИьб — 6 ВОС Сн 


__ Так как напряжение на выходе четырехполюсника обратной связи 
(отсчитываемое по направлению /з) равно /з · 1/;0С, то коэффициент 
обратной связи , 


ан НЕНИЧИНЕНИИГ 1. ' 
іС О — [5 (оС)? — 1]: (оС) —– 6С] 
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Для того чтобы фазовый сдвиг в цепи обратной связи равнялся 
180°, коэффициент К». при частоте генерации о, должен быть дей: 
ствительной отрицательной величиной. Приравнивая в выражении 
(10.66) мнимую часть нулю, получаем следующее уравнение: 

Во, С (Ро, С)? —6] = 0, (10.67) 


откуда 


Во. С= үб. 


Рис. 10.38 


Итак, генерация возможна на частоте, определяемой простым соотно- 
шением 


0, = иб (10.68) 


Подставляя найденное значение о, в выражение (10.66), находим 
модуль коэффициента обратной связи 
1 | 1 
К оо = Е а а, 10.69 
902 5(ВегС)-—1 5.6—1 29 ( 


Итак, задание произведения ЮС полностью определяет частоту 
генерации, величина же коэффициента обратной связи, а следователь- 
но, и необходимое для генерации усиление лампы, является фиксиро 


ванной величиной. 
Применяя формулу (10.3), находим 


Ку —=29. (10.70) 
я 

Это означает, что при построении четырехполюсника обратной 
связи по схеме рис. 10.37 генераторная лампа, нагруженная в анод: 
ной цепи сопротивлением Юа, должна обеспечивать усиление не мень: 

ше чем 29 (в стационарном режиме). 
При разбиении произведения ЮС на множители имеется значитель- 
ная свобода, облегчающая выбор удобных величин сопротивлений 
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и емкостей. Необходимо лишь обеспечивать условие № У Аа, так как 
только при этом усиление лампы не зависит от величины А. 

Другой весьма распространенный вариант схемы генератора изо- 
бражен на рис. 10.38. Необходимый для генерации баланс фаз здесь обе- 
спечивается двумя ступенями усиления на сопротивлениях. Каждая 
лампа поворачивает фазу на 180°, Назначение же вспомогательной 
цепи С, №, Со, г› заключается в том, чтобы обеспечивать выполнение 
фазового баланса по возможности в узкой области частот. Емкость 
С, на выходе второй лампы выбирается большой, чтобы при частоте 
генерации сопротивление конденсатора С, было очень малым по срав- 
нению с Ж, и цепочка С,К, не создавала заметного сдвига фазы. 
Для нахождения элементов Су, /1, С» и г» составим отношение амплитуд 
напряжений на сетке второй лампы Е, и на аноде первой лампы Си: 


(асг) 
ерен пе 
в "ъс насг) _ І 10.71 
Сы _ Ра 1 2 (ос .( я ) 
а а и т С. н — Си, 
оС} 4 
"2 С, 


Для того чтобы при частоте генерации ®, делитель ғ, ғ, С, и С, 
не влиял на фазу, должно выполняться условие 


откуда 


0 


е" (10.72) 


При выполнении этого условия левая часть уравнения (10.71) об- 
ращается в действительное число, равное 


Оа “1 С. 


Если это отношение умножить на коэффициент усиления второй 
лампы Кз = Ца2/Е „з», то получится выражение 


так как Саз х Е, (сопротивление конденсатора С, очень мало по 
сравнению с К,). 
Итак, 
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Применяя формулу (10.3), находим необходимое усиление первой 
лампы 
К. = 1 ЕР л/т БСС 


—— 


Кос К» 
или 


КК ьа, (10.73) 
Го С! 


Существуют и другие разновидности схем ЮС-генераторов, однако 
разобранных примеров достаточно для уяснения принципа построе- 
ния автогенераторов с апериодическими цепями нагрузки и обратной 
СВЯЗИ. 

Остановимся на некоторых особенностях механизма ограничения 
амплитуды автоколебания в генераторе типа ЮС. Этот вопрос тесно 
связан с вопросом о форме генерируемых колебаний. 

В рассмотренных ранее ‚автогенераторах ограничение получается 
благодаря снижению средней крутизны 5, при увеличении амплитуды 
колебаний; стационарный режим наступает, когда коэффициент уси- 
ления снижается до величины К, = 1/К„ [см. выражения (10.3) 
и (10.18)]. Однако в данном случае нельзя допускать установления 
значительной амплитуды, так как это неизбежно приведет к искажению 
формы генерируемых колебаний за счет гармоник анодного тока. В от- 
личие от генераторов с колебательным контуром в ЮС-генераторах от- 
сутствует фильтрация высших гармоник. Таким образом, получается 
противоречие между требованием неискаженной формы колебаний 
(малые амплитуды) и требованием надежного ограничения (большие 
амплитуды). Для устранения этого противоречия в ЮС-генераторы 
обычно вводят так называемую «инерционную нелинейность» в виде 
термосопротивления, т. е. сопротивления, изменяющего свою величину 
в зависимости от степени нагрева проходящим через него током. В схе- 
мах, представленных на рис. 10.37 и 10.38, термосопротивление Ю, 
включено в цепь катода лампы. Рассмотрим действие Ю,, например, 
в схеме рис. 10.37. При прохождении переменной составляющей анод- 
ного тока на сопротивлении №, создается падение напряжения, сов- 
падающее по фазе с током и направленное от катода лампы к земле. 
Напряжение же, поступающее с четырехполюсника обратной связи, 
также совпадает по фазе с анодным током и также направлено от сет- 
ки к земле. Отсюда следует, что результирующая разность потенциалов 
между сеткой и катодом является разностью между вторым и первым 
напряжениями. Поэтому коэффициент обратной связи Кос, понима- 
емый как отношение результирующего напряжения сетка — катод 
к напряжению анод — катод, зависит от величины Ю,. При увеличении 
амплитуды переменной составляющей анодного тока №, также растет 


и Кос падает. При уменьшении тока А, падает и Кое растет. 
Таким образом, ограничение получается не за счет снижения сред- 
ней крутизны 5, и коэффициента усиления К, при увеличении ам- 
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плитуды колебания, а за счет снижения К... Стационарный режим 


устанавливается, когда наступает равенство Кос = 1/Ку. Получает: 


ся автоматическое регулирование амплитуды колебания на определен- 
ном уровне, зависящем, в основном, от нелинейности характеристики 
термосопротивления. Так как при изменении тока величина К, из- 
за тепловой инерции изменяется относительно медленно, то в пределах 
одного периода генерируемых колебаний К, является практически 
постоянной величиной. Это означает, что изменение К, не вносит не: 
линейных искажений и не нарушает синусоидальной формы колебаний. 
Аналогично действие №; также и в схеме, показанной на рис. 10.38. 

Генераторы ЮС находят широкое применение в радиоизмеритель- 
ной технике и в ряде случаев, когда требуется получение низких ча. 
стот, изменяемых в очень широком диапазоне. Переключением сопро- 
тивлений или емкостей различной величины можно изменять частоту 
от единиц герц до десятков килогерц. Для плавного изменения частоты 
требуется относительно небольшое изменение емкости или сопротив- 
ления. К качеству конденсаторов и сопротивлений, входящих в че: 
тырехполюсник обратной связи, необходимо предъявлять жесткие 
требования, так как нестабильность С или /№ при изменении темпе- 
ратуры приводит к изменению частоты генератора. Конденсаторы долж- 
ны обладать высоким сопротивлением изоляции (малой утечкой), 
так как в противном случае в области очень низких частот шунтирую 
щее действие утечки влияет на фазовые соотнощения в четырехполюс 
нике. 

Для обеспечения правильного режима работы ЮС-генераторы долж- 
ны работать на большое нагрузочное сопротивление (внешнее). Ге- 
нератор КС является поэтому маломощным генератором. Для полу- 
чения значительной мощности ЮС-генератор обычно дополняется од- 
ной или двумя ступенями усиления. 


10.12. РЕЛАКСАЦИОННЫЕ АВТОГЕНЕРАТОРЫ 


Наряду с генераторами синусоидальных колебаний в радиоэлектро- 
нике широкое распространение получили генераторы разрывных 
колебаний, часто называемые релаксационными (релаксаторами). 
Хотя подобные генераторы давно известны в физике, особое значение 
и широкое распространение они получили в связи с развитием им- 
пульсной радиотехники. Из большого числа различных видов релак- 
сационных устройств наибольшее распространение получили сле- 
дующие два релаксатора: мультивибратор и блокинг-генератор. 
Схема мультивибратора изображена на рис. 10.39. Для простоты 
показана симметричная схема; анод первой лампы соединен через 
разделительный конденсатор с сеткой второй лампы, а анод вто- 
рой — с сеткой первой. Кроме того, примем, что №; = Р,з, Ки = 
= Кио иСа = С.з. Если сопротивления А, Юм и А, №, достаточно 
велики, так что усиление каждой из ламп превышает определенную 
величину, то представленное на рис. 10.39 устройство не может нахо- 
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диться в состоянии покоя: неизбежно возникают колебания. Чтобы 
в этом убедиться, допустим на мгновение, что колебаний нет и через 
лампы Ли и Л, протекают постоянные токи і, И і, >. Тогда, очевидно, 
напряжения на конденсаторах С,: и С, также постоянны, а на сет- 
ках обеих ламп напряжения равны нулю. Обе лампы «отперты». Та- 
кое состояние не может быть устойчивым, так как достаточно сколь 
угодно малого возмущения (флуктуация электронного тока, тепловое 
движение электронов в сопротивлениях ит. д.), чтобы система вышла 
из состояния покоя. Действительно, пусть напряжение на сетке одной 
из ламп, например Л,, получит незначительное положительное при- 
`ращение в виде скачка напряжения. На сетку лампы Л, этот скачок 
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Рис. 10.39 Рис. 10.40 


передается усиленным по величине и измененным по знаку (поляр: 
ности). В результате ток і, увеличится, а ток і, уменьшится. Но на 
этом процесс не прекратится. С анода лампы Л, импульс передастся 
обратно на сетку лампы Л; уже с положительной полярностью, что 
вызывает дальнейшее возрастание тока /, и т. д. В конце концов 
лампа Л, окажется «запертой», что и положит предел нарастанию 
тока ін. Существенно, что разобранный процесс запирания одной 
и отпирания другой лампы происходит, если не учитывать влияния 
междуэлектродных и иных паразитных емкостей, мгновенно. Новое 
состояние также не может быть устойчивым, и вслед за лавинообраз- 
ным процессом начинаются относительно медленные процессы разряда 
и заряда конденсаторов, пока опять не произойдет перебрасывание 
анодного тока из лампы Л, в лампу Л,. В результате в схеме возни- 
кают колебания в виде периодической последовательности импульсов 
с крутыми фронтами и относительно пологими вершинами. Спектр 
колебания получается очень широким, богатым гармониками. Этим 
и объясняется происхождение термина «мультивибратор». Нетрудно 
видеть, что мультивибратор представляет собой обычный двухкаскад- 
ный усилитель на сопротивлениях, у которого выход соединен со вхо- 
дом (рис. 10.40). 

В одноламповом генераторе с колебательным контуром требуется, 
чтобы дополнительный сдвиг фазы в цепи обратной связи равнялся 
180°. В мультивибраторе же благодаря наличию двух ступеней усиле- 
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ния дополнительный фазовый сдвиг должен быть равен нулю. Из 
этого условия может быть определена основная частота генерации в 
мультивибраторе. 

Обращаясь к схеме рис. 10.40, мы видим, что в первой ступени уси- 
ления фазовый сдвиг создается емкостью С., шунтирующей нагрузоч- 
ное сопротвление Ам, и разделительной цепочкой С,›, Ю,», а во 
второй ступени соответственно емкостью С, шунтирующей сопротив- 
ление Ю,›, и цепочкой Сл, Юл. 

Нетрудно составить выражения для фазовых сдвигов в отдельных 
элементах мультивибратора. 


г 
$: 1* 922 


Рис. 19.41 Рис. 10.42 


На нагрузочных сопротивлениях Юл и А, 2: 


ОС, В; Роу Со А; Каз 
за бое. = — агсіс ——————, 
Та 8 Ю:-- Ка Фав 5 К1- Коз 


[Эти формулы следуют из (5.48) при О, =0]. 
В разделительных цепочках С.г, №, и Си, Р. соответственно 


физ = аг в фа = ага 


] ] 
@С кз Ваз ЭС: Ва, 

Суммарный фазовый сдвиг (опережающий) в разделительных це- 
почках Ф, + Ф, а также сдвиг Ф. -- Ф.2 (запаздывающий) из-за 
шунтирующих емкостей показаны на рис. 10.41 пунктирными линия- 
ми, а результирующая фазовая характеристика $ф(®) — сплошной 
линией. На этом же рисунке показана обычная амплитудно-частотная 
характеристика усилителя на сопротивлениях К(5). 

Основная частота генерации, возникающей при достаточном уси- 
лении К (52), близка к частоте <, при которой результирующая фазовая 
характеристика пересекает ось абсцисс. 

Схема блокинг-генератора изображена на рис. 10.42. В данной 
схеме используется всего лишь одна лампа, а дополнительный фазо- 
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вый сдвиг на 180° между напряжениями е, и и, необходимый для 
получения фазового баланса, достигается с помощью трансформатора, 
через который осуществляется обратная связь. Из сравнения схемы, 
показанной на рис. 10.42, со схемой обычного автогенератора с 
колебательным контуром видно, что блокинг-генератор представ- 
ляет собой вырожденный тип лампового автогенератора с индуктив- 
ной обратной связью, у которого емкости колебательных контуров 
сведены к минимуму, обусловленному междуэлектродными и монтаж- 
ными емкостями С; и С,, а обратная связь резко усилена примене- 
нием трансформатора с железным сердечником. Чем меньше емкость 
обмоток трансформатора и другие шунтирующие емкости, а также 
чем меньше индуктивности рассеяния ёбмоток трансформатора, тем 
выше область частот, в которой выполняется фазовый баланс и, 
следовательно, тем более широкий спектр гармоник можно получить 
от блокинг-генератора. 

Для выяснения принципиальной стороны явлений обратимся к 
рассмотрению дифференциального уравнения генератора разрывных 
колебаний. Если ограничиться кубической аппроксимацией харак- 
теристики электронного прибора, то уравнение получается таким же, 
что И в генератора синусоидальных колебаний [т. е. уравнение 
(10.44)]. Действительно, для схемы блокинг-генератора (рис. 10.42), 
внешне не отличающейся от схемы рис. 10.3, это очевидно. 

Аналогичное уравнение при некоторых упрощающих предполо- 
жениях можно получить и для мультивибраторов. Отсутствие в ре- 
лаксаторах колебательных систем приводит к резкому увеличению 
коэффициента е при первой преизводной. Итак, задача сводится к ис- 
следованию решения уравнения вида (10.44) при той существенлой 
особенности, что в » 1. Ясно, что метод медленно меняющихся амили: 
туд в данном случае непригоден. Ввиду отсутствия аналитических 
методов решения уравнения (10.44) при => 1 рассмотрим сначала 
поведение системы при очень малых отклонениях и, когда можно пре- 
небречь 1/2 по сравнению с единицей. Получающееся при этом линейноз 
уравнение 

фи 
ал? 


КИРС. СУ", (10.74) 
ат 
имеет следующее решение: 
4 


в е де : 


При » 1 отклонение и очень быстро возрастает (апериодически), 
что указывает на неустойчивость состояния покоя в рассматриваемой 
системе. С другой стороны, при больших значениях и, когда 1? >> | 
и коэффициент при втором члене в уравнении (10.44) становится по- 
ложительным, система ведет себя как система с положительным со- 
противлением и отклонение и должно убывать. 

Таким образом можно прийти к заключению, что в рассматривае- 
мой системе должны происходить периодические колебания сложной 
Формы, причем внутри каждого периода должны быть участки с очень 
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быстрым изменением и (вблизи и = 0) и участки с медленными изме- 
нениями (при больших отклонениях и). | 

Для получения более подробного представления о форме колебаний 
приходится прибегать к графическому интегрированию уравнения 
(10.44). Результаты решения, полученные Ван дер Полем, приведены 
на рис. 10.43 для трех значений е, а именно: е == 0,1, в = 1 и е = 10. 

Верхняя кривая на этом рисунке соответствует е = 0,1, т. е. близ- 
ка к случаю е < 1, который был уже подробно рассмотрен в $ 10.7. 


ЖЕТТТ НИТИ 
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Кривая е = | относится к промежуточному случаю, а кривая е = 
= 10 иллюстрирует ярко выраженный релаксационный характер ав- 
токолебаний, имеющих резко несинусоидальную форму. Можно также 
отметить, что в отличие от случая г < І, где процесс нарастания длит- 
ся в течение многих периодов, релаксационные колебания достигают 
своей конечной стационарной амплитуды сразу, после первого же 
периода. 

Из кривой г =10 видно, что на протяжении большей части периода 
колебание изменяется очень медленно, между тем как переход из од- 
ного медленно изменяющегося состояния в другое происходит в виде 
резких скачков, почти мгновенно. Так как «медленные» изменения в 
схемах мультивибратора и блокинг-генератора связаны с процессом 
заряда или разряда емкости С, через сопротивление К,, то период 


релаксаций связан с постоянной времени Ю,С,: 
Т= В,С, (10.75) 
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Величина коэффициента А зависит от соотношения уровней вели- 
чин и, при которых происходит перебрасывание схемы из одного со- 
стояния в другое. 

Некоторые детали релаксационных колебаний зависят от соотно- 
шения сопротивлений №, и К, (в схеме рис. 10.39), от влияния между- 
электродных емкостей, от индуктивности рассеяния трансформатора 


(в схеме рис. 10.42) ит. д. 
Форма колебаний, действующих на различных элементах схемы 


релаксатора, может существенно отличаться от показанной на 
рис. 10.43. Возможно получение очень крутых фронтов и острых вы- 
бросов, облегчающих задачу формирования импульсных сигналов, 
а также задачу запуска и остановки различных импульсных устройств. 
Все эти вопросы подробно рассматриваются в курсе импульсной тех- 
ники. Релаксаторы широко применяются и играют особо важную роль 
в электронных вычислительных машинах. 


10.13. МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ 


Под фазовой плоскостью подразумевается плоскость, каждая 
точка которой однозначно определяет состояние (фазу) системы. Так 
как плоскость обладает двумя измерениями, то ясно, что метод фазовой 
плоскости применим к анализу движения систем, описываемых диф- 
ференциальным уравнением второго порядка. В случае механической 
системы состояние полностью определяется заданием координаты 
(перемещение) и скорости движения. Для электрической системы долж- 
ны быть заданы две аналогичные геременные, например заряд емкости 
(или напряжение) и ток. Основным достоинством метода фазовой пло- 
скости является пригодность его к анализу как линейных, так и не- 
линейных систем. Некоторые важные свойства нелинейных систем, 
которые невозможно или затруднительно исследовать аналитически, 
поддаются наглядному истолкованию и качественному исследованию 
с помощью графоаналитического построения на фазовой плоскости. 

Суть этого метода проще всего объяснить на примере линейной сн- 
стемы (обычного колебательного контура), описываемой уравнением 


х--2ах оёх 0, (10.76) 


в которой под х можно подразумевать, например, заряд конденсатора. 
Уравнение (10.76) может быть записано в виде системы двух урав- 
нений первого порядка: 


Г и 
га | (10.77) 
5 = 4 = — (20у абл). | 


4 


Таким образом, если х — заряд, то у — ток в контуре. 
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Разделив второе из этих уравнений на первое, получим уравнение, 
не содержащее в явной форме время {: 


20 4-02 х 
2 = е (10.78) 


Входящие в уравнение (10.78) две переменные х и у = х можно 
рассматривать как координаты изображающей (или пред- 
ставляющей) точки на плоскости х, у. Тогда уравнение (10.78) 
является дифференциальным уравнением движения изображающей 
точки на фазовой плоскости х, у. Если найти решение уравнения 
(10.78) и = Кх, А), где А — произвольная постоянная, определяемая 
начальными условиями хо, /о, Получим семейство кривых, являющихся 
интегральными по отношению к исходному уравнению (10.76). Функ- 
цию у = (х, А) иногда называют первым интегралом уравнения 


(10.76), так как у = х. 

На фазовой плоскости решение у = [(х, А) образует семейство 
фазовых траекторий изображающей точки, соответствую- 
щих различным фиксированным значениям А, т. е. различным началь- 
ным условиям хо, Ио. Так как при заданных начальных условиях урав- 
нение (10.76) и соответственно (10.78) имеют единственное решение, 
то каждой паре координат х, у отвечает одна, и только одна, инте- 
гральная кривая. Иными словами, вся фазовая плоскость покрыта 
семейством непересекающихся интегральных кривых (фазовых траек- 
торий). Исключение из этого правила составляют точки, соответству- 
ющие состоянию равновесия (покоя) системы. Этот вопрос будет рас- 
смотрен далее, а вначале мы рассмотрим способ построения фазовых 
траекторий. В случае линейного уравнения фазовая траектория легко 
определяется с помощью уравнения типа (10.78). В более сложном 
случае нелинейного уравнения это построение выполняется с помощью 
метода изоклин. Термин «изоклина» эквивалентен понятию 
«кривая равного наклона». Изоклина представляет собой геометриче- 
ское место точек фазовой плоскости, в которых фазовые траектории 
имеют касательные с заданным (фиксированным) угловым коэффи- 
циентом 2. 

В частности, в уравнении (10.78) левая часть есть угловой коэф- 
фициент А. Приравнивая эту часть заданному значению ^, получаем 


22у4- 2х 
р За. 
у 
откуда приходим к следующему уравнению изоклин: 
90 
да + в 


у = — Ж. (10.79) 


При постоянных значениях А это уравнение определяет пучок пря- 
мых, проходящих через начало координат. 
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После того как на фазовую. плоскость нанесено семейство изоколин 
(для разных значений ^), нетрудно осуществить приближенное пост- 
роение фазового портрета изучаемой системы. Для этого в каждой точ- 
ке фазовой плоскости проводится прямолинейный отрезок с накло- 
ном, равным соответствующему значению ё ближайшей изоклины 
(рис. 10.44). Чем меньше интервалы значений А отдельных изолкин, 
тем выше точность построения фазового портрета. Исходная точка хо, 
уо, С Которой начинается построение, может быть выбрана произволь- 
но, однако дальнейший ход фазовой траектории однозначно опре- 
деляется выбранными значениями хо, уо. 

Рассмотрим два следующих свойства фазовых траектоий, знание 
которых существенно облегчает построение фазового портрета изуча- 
емой системы: 

а) в верхней полуплоскости (у > 0) изображающая точка движется 
только вправо, а в нижней — только влево. Действительно, посколь- 
ку у = ах/4АЬ а время #Ё только возрастает, то положительность у 
означает возрастание и абсциссы х. Соответственно, если у < 0 (ниж- 
няя полуплоскость), то изменение х должно быть отрицательным, 
т. е. изображающая точка движется влево (рис. 10.44); 

6) интегральные кривые пересекают ось абсцисс (у = 0) только под 
прямым углом. Действительно, из уравнения (10.78), представляющего 
собой уравнение углового коэффициента касательной к интегральной 
кривой в точке х, у, следует, что при 


ре 0, а + оо ( -- оо при х<0 и — оо при х>> 0). 


Для выявления структуры фазового портрета системы полезно 
также установить, нет ли среди семейства изоклин такой прямой, 
которая является одновременно и интегральной кривой для исход- 
ного уравнения системы. Такая прямая (если она имеется) должна 
удовлетворять уравнению изоклин (10.79) и, кроме того, должна яв- 
ляться первым интегралом уравнения (10.76). Иными словами, нужно 
найти значение А, при котором выполняются одновременно два сле- 
дующих условия: 


Подставляя в первое из этих условий у = Ах (постоянную С ог- 

брасываем), получаем уравнения 
од 

аи, 

Но # не может быть комплексной или мнимой величиной. Следо- 


вательно, искомая изоклина, одновременно являющаяся интеграль- 
ной кривой, существует только в случае а >> ®у, т. е. в случае апери- 
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= —а + о2о. (10.80) 


одического контура. Остается еще найти изоколину горизонтальных 
касательных (т. е. при А = 0) и изоклину вертикальных касательных 
(при А = оо). 

Подставляя в уравнение (10.79) Е = 0, находим уравнение изо- 
клињы горизонтальных касательных 


2 
90 


=——х. . 10.81 
у с (10.81) 
Изоклиной вертикальных касательных (А = оо) является прямая 
у = 0. х = 0, т. е. ось х. Этот результат совпадает с отмеченным выше 
свойством б). 


Рис. 10.44 Рис. 10.45 


Основываясь на полученных результатах, рассмотрим фазовые 
портреты для системы, описываемой уравнением (10.76), при раз- 
личных соотношениях между с и 0. 


1. Алериодическая система; а/оо> І. 


В соответствии с выражением (10.80) угловой коэффициент изокли- 
ны — интегральной кривой, равен 


охала + У а? 02 = —@а- 5. 
Таким образом, имеются две такие прямые (рис. 10.45): 
у= —(&— 6) х— прямая С 


у== —(а-- 6) х— прямая ШР. 
` Кроме того, нам известна определяемая уравнением (10.81) прямая 


(которую обозначим через А), являющаяся изоклиной горизонталь- 
ных касательных, и, наконец, известно, что ось абсцисс является пря- 
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мой вертикальных касательных. Знание перечисленных прямых, об- 
разующих «каркас» фазового портрета, в сочетании с условием непе- 
ресекаемости фазовых траекторий, полностью определяет структуру 
фазового портрета, изображенного на рис. 10.45. Главной особенностью 
этого портрета является то, что при любых начальных условиях изо- 
бражающая точка движется к началу координат. Таким образом, в 
рассматриваемом случае (о/о, >> 1) точка х = 0, у = 0 является точ- 
кой устойчивого равновесия системы. Эта точка называется особой 
точкой типа устойчивого узла. 


2. Колебательная система с затуханием; 0 < а/оо<<] 


В соответствии с условием (10.80) изоклины С и О отсутствуют. 
Каркас фазового портрета определяется только прямой А и условием 
пересечения оси х под прямыми углами. При о/о, >> 0 угловой коэф- 
фициент этой прямой в соответствии с уравнением (10.81) отрицателен. 
Соответствующий этому случаю фазовый портрет, представляющий 
собой скручивающуюся к началу координат спираль, изображен на 
рис. 10.46. Из любого начального положения изображающая точка 
с течением времени приближается к началу координат, являющему- 
ся точкой устойчивого равновесия. Эта точка называется особой точ- 
кой типа устойчивого фокуса. 


3. Колебательная система с инкрементом; —1 < а/оџ < 0. 


Фазовый портрет отличается от показанного на рис. 10.46 лишь 
тем, что спираль «раскручивается» и изображающая точка удаляется 
от начала координат. Точка х = 0, у == 0 является особой точкой типа 
неустойчивого фокуса. | 


4. Апериодическая система с инкрементом; — оо < а/оо< — 1 


Фазовый портрет отличается от показанного на рис. 10.45 тем, что 
изображающая точка удаляется от начала координат, представляю: . 
щего собой особую точку типа неустойчивого узла. 

Кроме особых точек перечисленных типов в теории колебаний раз- 
личают еще особую точку типа седла [в случае систем, описываемых 
дифференциальным уравнением вида (10.76), но с отрицательным зна- 
ком перед последним членом]. Из приведенных выше примеров видно, 
что точки фазовой плоскости, в которых пересекаются фазовые траек- 
тории, являются точками равновесия системы — устойчивого или не- 
устойчивого. Изучение свойств фазовых траекторий в окрестности 
таких особых точек играет большую роль в теории устойчивости. 

Применительно к рассматриваемому в следующем параграфе 
фазовому портрету автогенератора особый интерес приобретает слу. . 
чай а = 0, когда уравнение (10.76) вырождается в уравнение гармо- 
нического колебания 

х + 0х =0, (10.82) 
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решен ие которого, как известно, имеет вид 
х= О зт (9,2 Ф), у=х = в О соѕ (о0о -- 9). (10.83) 


Здесь Ф — амплитуда заряда конденсатора контура. 
Уравнение фазовой траектории (10.78) при о = 0 принимает вид 


Это — уравнение с разделяющимися переменными, которое легко 
интегрируется: 


уау- ®0 хах= 0, у? + об х2 = сопѕ1= С. (10.54) 


Подставляя вместо х и у выражения (10.83), получаем 
000° со? (0,14 Ф) + оо 02 зіп? (о, + ф) = 90 ©? С. 
Разделив обе части уравнения (10.84) на С, придем к выражению 


у? х? 


На =. (10.85) 


представляющему собой уравнение эллипса с горизонтальной полу- 
осью () и вертикальной полуосью 0,0 (рис. 10.47). 

Итак, при а = 0 фазовые траекто- 
рии представляют собой семейство эл- 
липсов с общим центром в начале ко» 


Рис. 10.46 Рис. 10.47 


ординат, причем размеры осей эллипса определяются амплитудой 
гармонического колебания, т. е. в конечном счете энергией, запа- 
сенной в системе. Эта энергия может быть выражена в виде (1/2С) (0? 
(максимальная энергия в емкости) или в виде ([./2)(& 0)? (в индук- 
тивности). Так как потери отсутствуют, то запас энергии остается 
неизменным («консервативная» система) и каждому значению запаса 
энергии соответствует свой эллипс. 
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10.14. ФАЗОВЫЕ ПОРТРЕТЫ АВТОКОЛЕБАНИЙ 


Итак, гармоническому движению системы соответствует замкнутая 
фазовая траектория на фазовой плоскости (эллипс). В более общем слу- 
чае сложного периодического движения ( не обязательно гармониче- 
ского) фазовая траектория может иметь сложную форму, но она обя- 
зательно является замкнутой. 

В случае автоколебательной системы, обладающей устойчивым 
стационарным состоянием, на фазовой плоскости имеется замкнутая 
кривая, к которой приближаются соседние фазовые траектории. Для 
выявления формы этой замкнутой 
интегральной кривой, а также ха- 
рактера этого приближения, рас- 
смотрим на фазовой плоскости всю 
картину установления автоколеба- 
ний, от запуска генератора до уста- 
новления стационарного состояния. 

В начале процесса система являет- 
ся линейной и описывается урав- 
нением (10.12), совпадающим с урав- 
нением (10.76). Для удобства даль- 
нейших рассуждений мы вместо урав- 
нения (10.12) будем исходить из урав- 
нения 


слі ЗИРК. ИРНЕ 1 (10.86) Рис. 10.48 


получающегося из нелинейного уравнения (10.44) при пренебреже- 
нии величиной 1? по сравнению с единицей. Напомним, что в этом урав- 
нении г = 20,/0,, ат = 0. 

Так как при выполнении условия самовозбуждения г положитель- 
но [см. формулу (10.37)], то соответствующая начальному этапу фа- 
зовая траектория имеет вид раскручивающейся логарифмической 
спирали (особая точка типа неустойчивого фокуса). 

Когда с ростом амплитуды колебаний начинает проявляться не- 
линейность системы, увеличение радиуса спирали замедляется и в 
пределе (теоретически при і -» оо) фазовая траектория превращается 
в окружность с радиусом А,„, равным стационарной амплитуде авто- 
колебания [см. выражение (10.55), в котором вместо С, (і) и С, ст можно 
подразумевать А(т) и А, |. 

Если начальное положение изображающей точки задать вне ок- 
ружности радиуса А,„ (точка В на рис. 10.48), то движение изобража- 
ющей точки будет происходить по скручивающейся спирали (так как 
при А > А.. е отрицательно) до перехода на окружность радиу- 
са Аст. 

В силу устойчивости стационарного состояния автогенератора 
(в данном случае с мягким самовозбуждением), при любых начальных 
условиях изображающая точка переходит на окружность радиуса А,,, 
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Изолированная замкнутая кривая на фазовой плоскости, к которой 
с возрастанием { приближаются (по спирали) с внутренней и внешней 
сторон соседние фазовые траектории, называется предельным 
циклом. 

Легко представить себе, что в случае автогенератора с жестким 
режимом самовозбуждения к предельному циклу будут стягиваться 
только фазовые траектории, радиус которых больше некоторой крити- 
ческой величины, соответствующей амплитуде в точке Д на рис. 10.14. 
Если начальные условия запуска автогенератора таковы, что началь- 
ная амплитуда меньше этого значения Амин, ТО изображающая точка 


Рис. 10.49 Рис. 10.50 


на фазовой плоскости будет двигаться по скручивающейся спирали, 
постепенно приближаясь к началу кооодинат, являющемуся в данном 
случае устойчивым фокусом (рис. 10.49). 

Остановимся на характере возвращения изображающей точки на 
предельный цикл после того, как под действием внешней силы было 
нарушено нормальное движение. Допустим, что после установления 
стационарного режима в колебательный контур автогенератора ка- 
ким-либо образом была введена дополнительная энергия, в результате 
чего амплитуда и фаза колебания получили мгновенные приращения: 
первая на величину бА, а вторая на угол фо. Отклонение изображаю- 
щей точки от предельного цикла, соответствующее этому возмущению, 
выразится в переходе на спираль с радиусом А,„ + ёА и в изменении 
фазы колебания на Ф, (рис. 10.50). 

Дальнейшее поведение автогенератора полностью определяется 
дифференциальным уравнением амплитуд (10.47) (имеется в виду «мяг- 
кий» автогенератор). Подставляя в это уравнение А = А,„ + 8 А 
и вместо А,„ новую амплитуду, учитывая, что АА „/4Ё = 0, полу- 


чаем А м 
4(8А) _ _ (Аст 64) ] _ 
с5а [+84 : |0. 


Полагая возмущение ёА достаточно малым, мы можем пренебречь выс- 
шими степенями 6А. Таким образом, последнее выражение можно 
привести к виду | 
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4(64) в (д —4 дз — 8 да ВА = 
2 2 (А. +84 г де, Д) С 


Но в соответствии с выражением (10.48) А’, = 2. Следовательно, 
‚4 (64) бд — 
Ет +едА 0, 


откуда 


а (8А) Е 
а + #41 0 


и 
10 (6.4) её = С. 


Окончательно получаем 
бА =есе = Се. (10.87) 


Постоянная С, представляет собой начальное возмущение ампли- 
туды. 
Итак, по мере движения изображающей точки по спирали отклоне» 
ние от предельного цикла убывает по экспоненте с показателем 21. 

Существенно, что фазовые отклонения в автогенераторе не убы- 
вают, так как в автогенераторе отсутствуют силы, которые удержи- 
вали бы фиксированную фазу колебания. 

Рассмотренная выше устойчивость предельного цикла носит на- 
звание орбитной или орбитальной устойчивости. 

В заключение отметим, что предельный цикл имеет форму круга 
при строго синусоидальной форме генерируемых колебаний. В дейст- 
вительности эта форма искажается наложением высших гармоник. 
В автогенераторах, близких к консервативным (с высокодобротной 
колебательной системой), влиянием гармоник можно пренебрегать, 
в случае же генераторов релаксационного типа предельный цикл мо- 
жет иметь весьма сложную форму (близкую к прямоугольнику и др.). 

Построение фазовых траекторий для нелинейных систем, как уже 
отмечалось в предыдущем параграфе, производится с помощью графо- 
аналитических ‘методов (например, метод изоклин). 


П 


Параметрические цепи 


11.1. ОБЩИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 


Система называется параметрической, если ее параметры (сопро- 
тивления, индуктивности, емкости, взаимоиндуктивности между от- 
дельными элементами, среда, разделяющая вход и выход, ит. д.) 
изменяются во времени под действием внешней силы, не зависящей от 
входного сигнала. 

Параметрические системы можно подразделить на строго линейные 
и условно линейные. 

Отнесение к тому или иному классу систем зависит от спбсоба уп- 
равления параметрами. Примерами строго линейных параметрических 
систем могут служить: электрическая цепь, один или несколько пара- 
метров которой изменяются с помощью механического устройства; 
канал связи, передаточная функция которого является функцией вре- 
мени из-за меняющихся условий распространения и любые другие 
системы, в которых между управляющим и сигнальным колебаниями 
нет никакого взаимодействия. 

К условно линейным параметрическим системам можно отнести 
электрические цепи, в которых управление параметрами осуществ- 
ляется электронным способом. В этом случае как управляющее, так 
и сигнальное колебания оказывают влияние на величину соответ- 
ствующего параметра цепи и различие заключается лишь в степени 
этого влияния. Как правило, управляющее колебание обладает ампли- 
тудой, во много раз превышающей амплитуду входного сигнала. Это 
позволяет пренебрегать изменением параметра под действием сигнала 
и считать, что закон изменения параметра совпадает с управляющим 
колебанием. При этом условии цепь по отношению к слабому сигналу 
может рассматриваться как линейная параметрическая система. По 
отношению же к источнику управляющего колебания элемент, пара- 
метр которого зависит от амплитуды воздействия, является нелиней- 
ным. 

Приведем простые примеры электронных способов осуществле- 
ния вариации параметров системы. Рассмотрим зависимость крутизны 
вольтамперной характеристики электронной лампы &, = Ке„) от уп: 
равляющего напряжения еу, наложенного на постоянное напряжение 
Бо (рис. 11.1). 

Эту зависимость можно записать в виде 


$ (е,)= Ча (11.0 
дед 
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По определению $(е,) может быть названа дифференциаль: . 
ной крутизной. Если в пределах изменения еу характеристика может 
быть аппроксимирована полиномом второй степени &, = і, + ае, + 


сн Ве?, то выражение (11.1) приводится к виду 
$ (е5) = а + 2Ве,. (11.2) 


Зависимость крутизны от управляющего напряжения изображена на 
рис. 11.1 в виде наклонной прямой линии. 


Рие, НЧ 


Пусть еу = Е; соѕоѓ. Тогда крутизна может быть записана в виде 
функции времени 


80) = 9+ 28, совага (1+ созі) — 5,(1-- т соз о), (11.3) 


где 5. = а — крутизна характеристики в точке е, =Е., а т = 
= 2ВЕ,/о — глубина «модуляции» параметра $. Соответствующим 
выбором Ё, и Е, можно обеспечить условие т < 1. 

По отношению к слабому сигналу е, (1) рассматриваемое устройство 
можно трактовать как линейное, с переменным параметром $(/), из- 
меняющимся по закону (11.3). 

Существенной особенностью дифференциальной крутизны (а также 
“ дифференциального сопротивления) является то, что указанный па- 
раметр может принимать отрицательное значение. Для этого нужно, 
чтобы вольтамперная характеристика имела спадающий участок, как 
это показано на рис. 11.1, в окрестности точки В с абсциссойе, = Е (р. 


Аналогичным образом может быть истолкован принцип электрон. 
ного управления емкостью. Пусть к нелинейной емкости приложены 
два колебания: одно сильное, которое назовем управляющим, и вто- 
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рое слабое — сигнальное. Воспользуемся выражением (9. 19) из $ 9.4 
и, основываясь на условии е, (1) «< е,(1), подставим в него вместо е 
одно лишь управляющее напряжение е,: 


2 
9=4 + че, + Веу. 
Тогда дифференциальная емкость по аналогии с (11.2) и с учетом 
(9.20) может быть е выражением 
С(е,) =“ _ Еу =а--2Ве,, 
где с = С, — дифференциальная емкость в точке ё = Е. 
Если управляющее напряжение является гармоническим коле- 
банием еу = Е, соѕ о}, то можно написать 


С (2) = С,(1 -- тсоѕ 61), (11.4) 


где т = 2ВЕ,/С, — глубина «модуляции» емкости. 

После такого преобразования можно говорить о воздействии 00- 
ного лишь сигнала е,(Г) на периодически изменяющуюся во времени 
емкость С({), так как влияние управляющего колебания учтено в за- 
мене нелинейной емкости линейной параметрической емкостью. 

При использовании в качестве управляемого элемента барьерной 
емкости р-п перехода можно исходить из выражения (9.5). Подстав- 
ляя в эту формулу [е|=Е‹-- Ё; соѕоѓ, при Е, < Е, получаем 


С м а ее 
С) = С (0) У == Еу 08 — Е еа 
+ ате 


При условии, что Ё, (Ф, --ЕЁ,) «1, последнее выражение можно 
записать в форме 


| у т СоѕЅ 0 
ву 


где т = Е,2 (Ф, + Е), С, = С (0) } Ф, /(Фь + Е,). 
Аналогичное выражение можно составить и для параметрической | 


индуктивности. 
При установлении соотношений между зарядом, током и напря- 
жением на параметрической емкости следует исходить из очевидных 


выражений 


аи аи (11.6) 
0)=. 9 = сүр Рт а =, (11.7) 


1 1 , 
ис (1) = С а( = Ре йі. (11.8) 
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Для параметрической индуктивности /[(#) имеют место следующие 
соотношения, связывающие потокосцепление Ф, напряжение иг и 


ток #: 


Ф(=[(0 (0, (11.9) 
и (0 = 2. = 10) З--10, (11.10) 
РЕ СОЕ Я 
= 7-0 = г (404 (11.11} 


Следует отметить принципиальное отличие реактивных элементов 
от резистивных: дифференциальные емкость и индуктивность не могут 
быть отрицательными*. Физически это объясняется тем, что увели- 
чение напряжения на емкости не может вызывать уменьшение зарядов, 
а увеличение тока через индуктивность не может приводить к умень- 
шению потокосцепления. Иными словами, энергия, запасаемая в элек- 
трическом поле конденсатора или в магнитном поле катушки, не может 
быть отрицательной. 

В дальнейшем изложении изменяющиеся во времени параметры 
(2), С(2) и (7) будут рассматриваться как линейные элементы; к ним 
применим принцип суперпозиции. Термины «дифференциальное» со- 
противление, а также «дифференциальные» емкость или индуктивность, 
существенные для характеристики способов вариаций параметров, 
но не для анализа составленных из этих параметров цепей, не будут 
применяться. 

Системы с переменными параметрами играют очень большую роль 
в радиотехнике и электронике. 

Можно говорить о двух принципально различных видах изменения 
параметров радиотракта: 

а) умышленное, управляемое изменение, с целью осуществления 
различных преобразований сигналов (модуляция, преобразование 
частоты, параметрическое усиление и т. д.); 

б) неуправляемое изменение, обусловленное различными физи- 
ческими явлениями при передаче сигналов в свободном пространстве, 
например, изменяющаяся во времени задержка сигнала, колебание 
величины затухания волн при их распространении, изменение фазовых 
соотношений при многолучевом распространении радиоволн, измене- 
ния сигналов во времени из-за флуктуации параметров тракта и т. д. 

Влияние изменений параметров второго вида, носящих обычно ста- 
тистический характер, будет рассмотрено в гл. 15. В настоящей же 
главе изучаются явления при принудительном изменении во времени 
одного из параметров линейной цепи (апериодической или колебатель- 
ной). В основном имеется в виду изменение параметра по периодиче- 
скому закону. 


1 Имеются в виду простые элементы. С помощью же усилительных схем с об- 
ратной связью можно имитировать отрицательные С и Г. 
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11.2. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ. 
ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ 


В главах 6—8 рассматривалась передача различных сигналов через 
линейные цепи с постоянными параметрами. Связь между входным 
и выходным сигналами в таких системах определялась с помощью пе- 
редаточной функции А) (спектральный метод) или с помощью им: 
пульсной характеристики &5(1) (метод интеграла наложения). 

Теперь нам предстоит рассмотреть более общую задачу, когда один 
или несколько элементов линейного четырехполюсника являются функ- 
циями времени. Очевидно, что в подобных цепях характер зависи- 
мости между входным и выходным сигналами в процессе передачи 


Рис. 11.2 


изменяется. Это означает, что передаточная функция цепи зависит не 
только от о, но и от времени; импульсная характеристика также за- 
висит от двух переменных: от интервала а = і — х между моментом 
приложения единичного импульса х и моментом наблюдения выход- 
ного сигнала # (как и в случае цепи с постоянными параметрами) и, 
кроме того, от положения интервала а на оси времени. Поэтому для 
цепи с переменными параметрами импульсную характеристику сле- 
дует записывать в общей форме: 2(1, а) или џ(ї, х). 

Можно сказать, что 2(ї, а) определяет величину отклика в момент ї 
на единичный импульс, подаваемый на вход цепи в момент х = (і — а). 
Этот импульс записывается в виде дельта-функции (і — х). 

Если на входе четырехполюсника с импульсной характеристикой 
2(1, х) действует произвольный сигнал 5(0 (рис. 11.2), то, основываясь 
на принципе суперпозиции, выходной сигнал по аналогии с выраже- 
нием (6.17) можно определить с помощью выражения 


оо 


ен (Р) == \ дек х. (11.12) 


—оо 


Переходя к переменной а в соответствии с соотношением х == 
= і} — а получаем 


оо 


Ѕвых ({) = | 5(1—а) р (і, а) аа. (11.127 


— оо 


Для физически осуществимой цепи р(і, а) = 0 приа = і – х < 0, 
т. е. прих > Ё [см. $ 6.3]. 
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Выражение (11.12) можно поэтому записать в форме 
і 
вал (0 = © 50) а (Е, х) ах. (11.13) 
со 
Постараемся теперь ввести передаточную функцию К(іо, 4), ана- 
логичную функции К(®) для цепи с постоянными параметрами, но 
с учетом изменения параметров во времени. С этой целью представим 
функцию $4 — а) в виде интеграла Фурье 


5(1— а) = = | $ (о) еѓо (1—9) до, 


Здесь &(®) — спектральная плотность сигнала 52). 
Тогда выражение (11.12) переходит в следующее: 


вых =>. | $ (®) е | о аа. 


Обозначив внутренний интеграл через А(іо, ѓ), перепишем послед- 
нее выражение следующим образом: 


ы, (0 = | $ (0) К (го, 2) ее" Яо. (11.14) 


Это выражение совпадает по форме с аналогичным выражением 
(6.2) для цепи с постоянными параметрами. Отсюда следует, что функ- 
ция К(ѓіо, #), определяемая выражением 

со 


К(іо, 1) = { & (1, а) 40 аа, (11.15) 


——оо 


может рассматриваться как передаточная функция линейной системы 
с переменными параметрами. Такой подход к теории линейной цепи 
с переменными параметрами был развит в работе Заде". 

Как и для цепи с постоянными параметрами, А(ю, 2) является 
преобразованием Фурье от импульсной характеристики 6( а). Так 
как при а< 0 в(Ё, а) = 0, нижний предел интеграла в (11.15) может 
быть заменен нулем. 

Наряду с выражением (11.15) можно получить еще одно определе- 
ние передаточной функции, в котором импульсная характеристика 
2(1, а) не фигурирует. Для этого приложим выражение ИУ) к слу- 
чаю, когда входной сигнал представляет собой гармоническое коле- 
бание 5(/) = соѕ о,/. Перейдем к аналитическому сигналу 2(#) = еѓ”‹!, 
соответствующему заданному сигналу 5(1). 


'1.. А. 2айеһ. Егедиепсу Апа!уз1$ ої Уагіаріе М№імогкѕ, Ргос. ВЕ, 
1950, Магсћһ, р. 291—299. 
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Спектральная плотность этого сигнала 2 (0) = 218 (® — в.) 
(см. выражения (2.99) и (4.85)1. Подставляя 2(®) вместо $(®) в 
формулу (11.14), получаем 


вых (1) 8 | 6 (0 — Фо) К(іо, 1) ео = Ко, № ег«о/, 


откуда, опуская индекс нуль при о, 
К (іо, 0) = 280500 | (11.16) 


еѓ® 
Здесь 2, (1) — аналитический сигнал, соответствующий выходному 
сигналу $,ых (2). Таким образом | 
$вых (1) = Ке2ьых (2) = Ке [И (ѓо, {) е* |. (11.17) 


з(е)% „ых (8) 


ә Ган — 
ен рае аннынан 


а 


Рис. 11.8 


Если передаточная функция Ао, #) изменяется во времени по 
периодическому закону с основной частотой ©, то она может быть 
представлена в виде ряда Фурье: 


К (то, 1) = Ко (15) + К; (ѓо) соз (91+ 11) + К (10) соѕ (207 4- Ф) +..., 
(11.18) 


где Ко(іо), К, (іо) и т. д. — независящие от времени коэффициенты, 
в общем случае комплексные, которые могут быть истолкованы как 
передаточные функции некоторых четырехполюсников с постоян- 
ными параметрами. Произведение Ж, (ѓіо)соѕ(пг +- р») может рассмат- 
риваться как передаточная функция каскадного соединения двух че- 
тырехполюсников: одного с передаточной функцией К, (іо), не зави- 
сящей от времени, и второго с передаточной функцией соѕ (по -- 
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+4,), изменяющейся во времени, но не зависящей от частоты @ вход: 


ного сигнала. | 
Основываясь на выражении (11.18), любую параметрическую цепь 


с периодически изменяющимися параметрами можно представить 
в виде эквивалентной схемы, изображенной на рис. 11.3. 
Сигнал (комплексный) на выходе 


2вых (1) = К (№, Р) е‘ = Ко (іо) е‘ -- Ку (іо) еѓ@ соѕ (О + р) + 
- Ка (іо) еѓо' соѕ (04 +3) +... = 
= Ку (о)е (9+ $) + К, (0) е! (9 + 91) соѕ (07 4%) + | 
+ К, (5) е! «+ 9+) соѕ (201+)... (11.19) 


Здесь фо, Фи, Ф» ... — фазовые характеристики четырехполюсников 


К іо), К.о), Кз(10) ит. д. 
Переходя к вещественному сигналу на выходе, получаем 


$вых (#) = Кегьых (#) = Ко (6) соѕ (07 -+- Фо) - К; (6) со5(0/ -- $!) Х 
х соѕ (9-41) К, (о)соѕ(0 + фо) соѕ(201 -Нф.) +... = 


= К (о)соѕ(–/ ++ 5, К. (6) х 


п=] 
х | соѕ [(® + п) 1+ ф, + Ф, + с0$ [(«— 00) 1-- ф, —%, 1). (11.20) 


Этот результат указывает на следующее свойство цепи с переменными 
параметрами: при изменении передаточной функции по любому слож- 
ному, но периодическому, закону с основной частотой © гармонический 
входной сигнал с частотой о образует на выходе цепи спектр, содер- 
жащий частоты о, о 9, о + 20 ит. д. 

Если на вход цели подается сложный сигнал, то все сказанное выше 
относится к каждой из частот о входного спектра. Само собой разу- 
меется, что в линейной параметрической цепи никакого взаимодей- 
ствия между отдельными компонентами входного спектра не существует 
(принцип суперпозиции), и на выходе цепи не возникает частот вида 
по: - то», где @у и ®. — различные частоты входного сигнала. 

Поясним соотношения (11.17)—(11.20) на двух простых примерах: 

1. Четырехполюсник составлен из двух сопротивлений: постоян- 
ного А, и переменного 7(1) (рис. 11.4). Входной сигнал $(#) = соѕ о/. 

Закон изменения сопротивления 


(0) = Во (1 + т соѕ ОХ) при т < 1. 
Сигнал на выходе (напряжение) 


ТИ г (2) В — Юо(1-- т соѕ 97) 
%вых (?) гнет Д ге трену 


В данном случае передаточная функция 
К (іо, ) = А, (14- т соѕ 07) 
Ю, + Юо(1 -- т соѕ Ой) 
не зависит от частоты входного сигнала о. 
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Если глубина изменения сопротивления г(1) достаточно мала, так 
что т « 1, последнее выражение упрощается: 


К (іо, 0) 22 г са (14- т соѕ 02) = Ко (іо) + №, (іо) соѕ 5%. 


Таким образом, в данном случае 


А Б тВ 
ра К. 


Сигнал на выходе цепи 


$ных (1) = Ко (0) соѕ оі +- К, соѕ (04 9) {-+ 


+ К. (іо) соѕ (0 — 2) 2. 


В более общем случае, когда 
т не слишком мало по сравнению 
с единицей и Ю., соизмеримо с 
Р, должны быть учтены комби- 
национные частоты более высоких 
порядков вида о + пФ. Это нет- 
рудно сделать путем разложения 
Рис. 1р4 точного выражения для Ж(іо, {) в 
ряд Фурье. 
2. Четырехполюсник представляет собой линию задержки, вели- 
чина которой изменяется во времени по закону 


(И = (1-Е т соз 9В. (11.21) 


Потери в линии отсутствуют и все частоты проходят равномерно 
(идеальная линия). 

Если в момент времени # == х на вход четырехполюсника подается 
э. д. с. в виде дельта-функции 6({ — х), то напряжение на выходе, т. е. 
импульсная характеристика линии, представляет собой также дельта- 
функцию, задержанную на время т(2): 


2 (Ё, х) =6[1—х—т(1] =6[1—х— 5 (1- т с0$ 94] 


ИЛИ 
(Ва) = [а —т,(1 + т соз 91]. 
Применяя формулу (11.15), находим 


К (іо, і) е. ё [а —т,(1 + т соѕ ОД] е- а да = ет “970 1+7 соз 00), 


о 


(11.99) 


Если на вход линии подается гармоническое колебание 5(#) = 
= соѕ 61, то напряжение на выходе легко определяется по формуле 
(и. 17): 
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$вых (1) = Бе [его (7—7 (1+ т соз 91)]] = 
= с0$ [0 (1—1) — тот, с0$ ФИ. 


Получается колебание, модулированное по фазе. 
Мгновенная частота этого колебания, определяемая как производ- 
ная фазы по времени, равна 


0 (1) = о 4- отот, соѕ О = 0 (1- тот, зт 91). (11.23) 


Спектр колебания состоит из частоты входного сигнала ® и комбина- 
ционных частот ® -- п, где п = 1, 2, 3,... Амплитуды отдельных 
составляющих спектра зависят от параметра тот ,, который в данном 
случае имеет смысл «индекса модуляции» (см. $ 4.4). 


11.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 


Для определения импульсной характеристики 2({, х) непосредст- 
венно по заданным параметрам цепи, без обращения к передаточной 
функции Ао, 1, необходимо использовать дифференциальное урав- 
нение цепи. 

Рассмотрим сначала простую цепь, описываемую уравнением пер- 
вого порядка: 


а (0 О (0000) = РО). (11.24) 


По определению импульсная характеристика является откликом 
цепи на единичный импульс (1 — х), подаваемый на вход в момент 
і = х (см. $ 11.2). 

Из этого определения следует, что если в правой части урав- 
нения (11.24) функцию КЁ заменить на $(7—х), то в левой части и(#) 
можно заменить на 5(, х). , 

Таким образом, приходим к уравнению 


(0 2209 а, де» =60—х), (11.25) 


Так как правая часть этого уравнения равна нулю всюду, кроме 
момента і = х, функцию &([, х) можно искать в виде решения однород- 
ного уравнения (с нулевой правой частью) 


а, (0) 2-а, у=0 (11.26) 


при начальных условиях, вытекающих из уравнения (11.25), а также 
из условия, что к моменту приложения импульса (і — х) в цепи от- 
сутствуют токи и напряжения («пустая» цепь). 

В уравнении (11.26) переменные разделяются: 


40 900 р (1) 0, 
у а (0) У 
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откуда 
у = фе 1000 4, (11.27) 


} __ 90 (0) А 
р(1) В 


ф=у[1=«=8 (Ё, х) |. (11.28) 


представляет собой значение импульсной характеристики в момент 
Ё == Х. 


:-- 


1/а, (х) 


Рис. 11.5 Рис. 11.6 


Для определения ф обратимся к исходному уравнению (11.25). 
Из этого уравнения видно, что в точке # = х функция &(1) должна со- 
вершать скачок на величину 1/а1(х) (рис. 11.5). Только при этом ус- 
ловии первое слагаемое в уравнении (11.25), т. е. а,(/) 40/41, может 
образовать дельта-функцию (і — х). 

Так как при і < х џ(ї, х) = 0, то в момент ї = х 


(11.99) 


а (0, х) =: = . 
ау (х) 

Заменяя в выражении (11.27) неопределенный интеграл определен: 
ным с переменным верхним пределом, получаем 


1 { 
— { ри) ац | — (200, аи 
о (і, х)=Фф(х)е * = в" р (11.30) 
ау (х) 
Для ясности переменная интегрирования в отличие от { обозначена 


буквой и. 
Применим выражение (11.30) к цепи (рис. 11.6), представляющей 
собой последовательное соединение постоянного сопротивления г 


и емкости С(1), изменяющейся по закону 


ба 
а, (11.31) 


Под (2 — х) в данном случае подразумевается единичный импульс 
э. д. с., ав качестве функции џр(ї, х), подлежащей определению, выберем 
заряд конденсатора 4(1). 
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Тогда уравнение цепи в соответствии с (11.25) и (11.31) может быть 
записано в форме 
44 1 + т ѕіп ОЁ 
йе раа ы 


С, 9 =6(1— х). (11.32) 


Подставляя в (11.30) 


1 т зт 9 
С, ' 


а1(1) =, а, (і) = 


С(6)/С, 


= н н н н н Дь маа а 
---------- 


0 л/2 т ях 2л 1 


Рис. 11.7 


получаем 


1 
0 (2, х) = ехр КЕ м - Е 
г 


= "С, 
1 {і —х т 
= —ехр | — т = и 0 — соѕ 9) == 
1 а т 
= —ехр 108 91 —соѕ О (1 —а)] | г (11.33) 


Продифференцировав это выражение по #, можно найти ток КО. 
В момент { = х (т. е, при а = 0), когда 4(/, х) образует скачок, 
равный 1/7, ток равен (2/,)8(/ — х),а напряжение на сопротивлении 
равно 8(1 — х). Напряжение же на емкости может быть получено де- * 
лением выражения (11.33) на С(2). 
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Из выражения (11.33) видно, как вариация емкости по закону 
(11.31) влияет на характер разряда: в показателе степени кроме 
— ({— х)/"Со (как и в случае постоянной емкости Со) появляется пе- 
риодическое слагаемое т/(”С ‹2) [соѕ © — соѕ @(Ё — а)]. 

Графики г94(#, х) при гСо® = 1, т = 0,25 и Ох = л/2 построены 
на нижней части рис. 11.7. Пунктирной линией показана зависимость 
4({ — х) при постоянной емкости (т == 0). Закон изменения С({) по- 
казан на верхней части рис. 11.7. 

Обратимся теперь к общему случаю цепи, описываемой уравне- 
нием п-го порядка: 


а, (0) 0 (0) + ал (0) 0—9 0) +... 0, (00 (0) = (0), (11.34) 


в котором все коэффициенты а,, 2,1, ..., @о могут являться функ- 
циями і (но не и). 


| (=) 90,5) =6(6-х) 


<; 


[| 
Н а"'9(2,2) 
ап! 


Рис. 11.8 


Как и в предыдущем случае, приравниваем [(#) дельта-функции 
5(1 — х), что позволяет переписать уравнение (11.34) в форме 


п п—1 
а 0 а. 406 501—2), (11.35) 


Импульсную характеристику ищем в виде решения однородного 
уравнения і 


ап 1, 
а! 4... Ба, (0) у = 0. (11.36) 


а, (0) а, 1 (0) 
аі" 


Общее решение этого уравнения представляет собой сумму из п 
линейно независимых решений 


Ех = У Ф (х) 9:00). (11.37) 


Для определения функций ф, (х) могут быть использованы началь: 
ные условия, вытекающие из уравнения (11.34). 

В отличие от рассмотренного выше уравнения (11.25) в данном 
случае необходимо в точке { = х приравнять нулю все производные 
функции 2(/, х) порядка не выше п — 2. Производная же порядка 
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п — 1 в точке # = х должна совершать скачок на величину :/а, (х) 


(рис. 11.8). | 
При этих начальных условиях выражение (11.37) образует систему 


уравнений (при дифференцировании по { и подстановке # = х): 


фл (х) и, (х) + Ф (хуу, (х) +... + Ф, (Х) у» (х) = 0, } 


(уу Чиа (0) ауз (1) , йуп (1) 0 
Ч (х) тт ИЕ Фә (х) н И. а ) а а 
4"—2 у. (0) 4"—2 у. (0) | 
Ф (х) 41"? „ЕФ (х) 41%? И в: + 
а"—2 уһ (0) (11.38) 
Бо о 
а" ил (0) < в: 0) | 
Ф: (х) д1 | ӘР + Ф и пит МИЕ 1 ... + 
$ ры Уп (2) Кя , 
БФ, (х) 36 тагт | 


Так как частные решения у; (1) и их производные в точке # = х 
предполагаются известными, то система (11.38), содержащая л урав- 
нений, позволяет найти все функции Фф, (х). Системе уравнений 
(11.38) соответствует определитель 

у(х) У(Х) ... Уп (А) 
(х) =| 9100) 120) ... Уи (Х) 


О (О а Ш 


называемый определителем Вронского. 
Применяя правило Крамера, получаем следующее общее выра- 
жение для ф, (х) 
(1) Мн; (х) (11 39) 
ап (х) № (х) 
где М(х) — минор, получаемый из определителя \(х) вычеркива- 
нием п-й строки (соответствующей производным порядка п — 1) 


и столбца г, на пересечении которых стоит элемент 00") (х). 
Подставляя (11.39) в общее решение (11.37), получаем 


0 (, х) = уу К) М, (2 + 
0—1)" Ми» у, (0) +... 0—0) Мл, (2). (11.40) 


Выражение, стоящее в квадратных скобках, можно рассматри- 
вать как разложение соответствующего определителя по строке 
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Ф; (х) = 


и (В, у2(0), ..., уз. Обозначив этот новый определитель через 4, можем 


написать 
а= Ав у: (0) + Ав у» (0+... + Аш у» (0, 


откуда вытекает следующее равенство для алгебраических допол- 
нений А; 

Ау =(—1) М. (11.41) 
С другой стороны, в искомом определителе 4 алгебраические ДОПОЛ- 
нения Д;, связаны с соответствующими им минорами Мү; соотноше- 
НИЯМИ 

а 
Аи =(— 1) Мы. 


Следовательно, миноры нового определителя выражаются через 
миноры определителя Вронского с помощью следующих формул: 
2. 884 ру"! Мп: 


М1: (1) == (— 1)! Мл. 


Но минор М„‚, как уже отмечалось, получается из определителя 
Вронского вычеркиванием і-го столбца и строки, соответствующей 
производным порядка п — 1. Поэтому искомый определитель 4 дол- 


жен иметь вид 
Ил (2) уз (2) ... Ув (0) 


а = (— 1)"-! А (х) уз (х) ... Ил (х) 


Таким образом, окончательно, 


м0 №0 (0 
__ 121—1 
200) | (А) у(х) ГАО ‚ (11.42) 
а" (х) М (х) ооо оо ь ое 
и То ито) 
Определяемая выражением (11.42) функция (Е, х) есть не что иное, 


как односторонняя функция Грина линейного дифференциального 
оператора 


0 (Ё, х) = 


[= а, (1) р + ал (0) р"! --... + а, (0), (11.48) 

соответствующего уравнению (11.34). 

В теории линейных неоднородных уравнений функция Грина ис- 
пользуется для представления решения уравнения (11.34) в форме 

і 
у(0= \ ах Ро) ах 

при начальных условиях /(® (0) = 0 при Ё = 0, 1, ..., п — 1. 

Это выражение совпадает с (11.13). 
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114. СХЕМА ЗАМЕЩЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИ ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ 
ЕМКОСТИ ИЛИ ИНДУКТИВНОСТИ 


Пусть к электронно-управляемой емкости приложено сигнальное 
колебание е(і) ==Е соѕ оѓ и требуется определить полную проводимость 
этой емкости на частоте сигнала о. 

Способ получения периодически изменяющейся емкости поясняет- 
ся схемой рис. 11.9, а. К емкости С, подводится напряжение е, 
= Е, с0$ ($1 + ү), наложенное на постоянное напряжение Е. 

Фильтр Ф, пропускает токи всех частот, кроме частоты сигнала о, 
а фильтр Ф, — преграждает путь току частоты ©. Наложим условие 


а) 0) 
Рис. 11.9 


Е «< Еу. Тогда, как указано в $ 11.1, можно пренебречь изменением 
емкости’ под действием сигнала и считать, что закон изменения емкости 
совпадает с изменением управляющего напряжения. 

Применяя формулу (11.4) и учитывая принятое выше выражение 
для е, можем написать 


С(=С И + т соз (© - ү) == С, + АС соз (07 -- у). (11.44) 


Здесь АС = тС, = 2ВЕ; — амплитуда изменения емкости; В — 
коэффициент при квадратичном члене ряда (9.19). 
При использовании варикапа! аналогичное выражение может быть 


записано в форме (11.5) 


рев Со р ЕЙ к= 
С = И 22 Со — АС соз (1-1) при т< 1, (11.45) 


где АС = Сот = С,Е,/2(Ф Е, 

В дальнейшем будем исходить из выражения (11.45). На 
рис. 11.9, б представлена эквивалентная линейная параметрическая 
схема, на которой цепь накачки не показана, а на рис. 11.10 — та же 
схема применительно к заданным функциям е(1) и С(д). 

Определим ток на частоте о, проходящий через источник сигнала. 
Применяя общее выражение (11.7), получаем выражение для полного 
тока через емкость С(2): 

і (0) =[С, — АС соз (0 + у) [— ®Е этой - Е с05 в. ДС ѕіп (9 + тү) = 


1 Варикапом называется полупроводниковый диод, с _ электронно-управляе- 
мой емкостью р-п перехода 
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= — оС, Езтоё + 2. (04-0) АСЕ зіп Ко 49) 4391-Е 
+2(9—0) АСЕ зіп (0—0) 4-3]. (11.46) 


Заметим, что это выражение может быть получено непосредственно 
из (9.23), если приравнять о = Со, Ё; = Е, Фф = 1/2, Е, = Ё, 
фа = л/2 + ү, ВЕ, = ВЕ, = 1/,ЛС, а также отбросить слагаемое с 
коэффициентом Е? (из-за малости) и слагаемые, независящие от Ё;. 

Особый интерес представляет случай © == 20. При этом ток на 
частоте в равен 


её) = Е С05 № с(ё) Со - АС 005091 +3) 
Рис. 11.10 


1000) = 0С, Е ѕіп оѓ + = ОЛСЕ ѕіп (0+ у) = 
а — Сопот оЛСЕ соз | — (6—2). (11.47) 


Первое слагаемое, сдвинутое по фазе на угол л/2 по отношению 
к э. д. с. е(/) = Е соѕ ®Ё, не создает расхода мощности. Второе же сла: 
гаемое определяет мощность 
| Е? л 1 Е? . Е? 
Р, = — р АС — соѕ | — — 7 | =— ФАС — эту = 0, — 
"а 2 2? 4 " 2 у 8" 
где символом 


0, = зіп (11.48) 


обозначена эквивалентная активная проводимость, учитывающая 
расход мощности. 

Таким образом, приходим к схеме замещения параметрической 
емкости, изображенной на рис. 11.10, б (для случая ү = —л/2). 
Комбинационная частота © + о = Зо этой схемой не учитывается, 
а частота © — о совпадает с частотой сигнала о. В результате, по 
отношению к источнику сигнала получается схема с постоянными 
параметрами. Периодическое изменение С(1) с частотой © = 20 при- 
водит лишь к появлению активной проводимости О,, шунтирующей 
постоянную емкость Со. 

Рассмотрим три следующих характерных режима: у = 0, л/? и 
—л/2. Диаграммы кривых С(1) для указанных значений ү изобра- 
жены на рис. 11.11; верхняя кривая изображает приложенное к ем- 
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кости напряжение е() = Е соѕ ої. В первом случае (у = 0) С(1 из- 
меняется таким образом, что изменение запаса энергии в емкости за 
период частоты Та = 27/0 (а также за период Т = 2л/®) равно нулю. 


При этом б, = 0. 
Во втором случае (у = 7/2) максимальная скорость нарастания 


С( соответствует амплитудным значениям напряжения; при этом 
часть энергии, запасенной в емкости, переходит в устройство, изме- 
няющее емкость. По отношению к источнику э. д. с. это равносильно 


Рис: П.И 


шунтированию постоянной емкости С. положительной активной про- 


т 
водимостью 0б, = 5 Соф. 


Наконец, в третьем случае, при ү = —л/2, когда С(1) убывает 

в районе е(/) = Е и нарастает в районе е({) == 0, активная проводи- 
т 

мость отрицательна и равна б, = — а С оо. Это означает, что рассмат- 


риваемая цепь является не потребителем, а генератором энергии. 

Наглядным примером преобразования энергии при изменении ем- 
кости является хорошо известная модель с механическим раздвиже- 
нием пластин конденсатора. Пондеромоторная сила электрического 
поля заряженного конденсатора стремится сблизить пластины (не- 
зависимо от полярности напряжения); следовательно, для их раздви- 
жения необходимо произвести работу, которая увеличивает запас 
энергии в конденсаторе. Если к конденсатору приложено синусои- 
дальное напряжение, а емкость конденсатора изменяется с помощью 
механического устройства таким образом, что раздвижение пластин 
происходит в моменты амплитудного напряжения на конденсаторе, а 
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обратное сближение — в моменты прохождения напряжения через 
нулевые значения, то имеет место преобразование механической энер- 
гии в энергию электрического поля конденсатора. 

В рассмотренном выше примере с электронно-управляемой ем- 
костью прирост энергии, запасаемой в емкости, происходит за 
счет работы, совершаемой генератором накачки при уменьшении ем- 
кости (преодоление сил электрического поля при движении электронов 
и дырок через потенциальный барьер в области запирающего слоя). 

Результаты, аналогичные полученным выше для С(Ё, нетрудно 
вывести также и для периодически изменяющейся индуктивности (1). 


е(:)-Есозої Г) 


018-10 +т со5(С +1) ^ 
а) 5) 


Рис. 11.12 


Исходя из схемы (рис. 11.12, а), при изменении индуктивности по 
закону 
(0) = № + тсоѕ (9 + ў)]. (11.49) 
находим ток с помощью соотношения (11.11): 
І 


; | : 
9! Г (1) е(0) оГ, [14 т соѕ (07 4 7)] Езпеої 


РЕ № [1 — т с0$ (О + у) ѕіп 0 = 
01, 


| Р А , 
=Е| у то! — 7 ѕіп [(® + 2) у|— Е мп (0—0) т]. 


060 (0.0 2 
(11.50) 
При © = 20 ток на частоте о равен 
і 02 ‹ т А = 
(= тя ѕіпоѓ + Е А $ (0 -- ү) 
1 Р т л 
= ыы _ (7 
=. $11 ®Ё- Е 1; соз | є |. 


Первое слагаемое не создает расхода мощности, а второе, сдвинутое 
л 
относительно э. д. с. на угол г ыа ү, определяет расход мощности 


рі 2. те, 
7 90 (2-—%)= 2. пу = 0,2, (11.51) 
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где 


С =" віп 11.52 
— активная проводимость. 
Таким образом, при © = 2® получается схема замещения, изобра- 
женная на рис. 11.12, 6. Фазовые соотношения между е(#) = Е соѕ ої, 
Е 


КВ = т" а ѕіп оѓ и индуктивностыо /(#), изменяющейся по закону 


Рис. 11.13 


(11.49), видны из рис. 11.13, построенного для ү = — 1/2. В данном 
случае проводимость 0, = —т/201, получается отрицательной, ес- 
ли при прохождении тока через амплитудное значение /({) убывает, 
а при прохождении (2) через нуль (4) возрастает. 

Энергия вводится в цепь за счет работы, совершаемой устройством 
накачки при уменьшении индуктивности, обтекаемой током (на прео- 
доление сил магнитного поля, стремящихся сблизить витки и увели- 
чить индуктивность катушки). 


11.5. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ УСИЛЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ. 
ОДНОКОНТУРНАЯ СХЕМА 


Из предыдущего параграфа видно, что введением в колебательный 
контур периодически меняющейся емкости или индуктивности можно 
при соответствующем законе изменения параметра осуществлять уси- 
ление колебаний. Простейшая схема одноконтурного параметрического 
усилителя с переменной емкостью изображена на рис: 11.14, а, а эк- 
вивалентная схема, соответствующая случаю © = 20 и ү = —л/2, — 
на рис. 11.14, 6 (см. предыдущий параграф и рис. 11.10, 6). Шунтиро- 
вание проводимости нагрузки С, отрицательной проводимостью @. = 
= —1%С,/2 снижает общую активную проводимость и тем самым 
повышает добротность контура. Получается эффект усиления. 

Устойчивость подобного усилителя обеспечивается при выполне- 
нии условия 


а 02660, (11.53) 
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откуда критическое значение коэффициента т 
а а, (11.54) 
р С, 10) 
Следует отметить, что при определении коэффициента усиления 
по мощности, достигаемого применением параметрической емкости, 
необходимо учитывать максимальную мощность, которую способен 


г ГА 


6.0.932 СЕ) 6-Е [2 
© 


а) 
Рис. 11.14 


развивать источник сигнала в отсутствие эффекта усиления. Вели- 
чина этой мощности при заданной амплитуде тока (или э. д. с.) гене- 
ратора зависит от его внутренней проводимости (или внутреннего со- 
противления). 

При представлении источника сигнала в виде генератора тока с 
внутренней проводимостью С,, а нагрузки в виде проводимости (,, 


Рис. 11.15 


шунтирующей контур, получим схему, изображенную на рис. 11.15. 
Как известно, максимум мощности, выделяемой в нагрузочной про- 
водимости (в отсутствие усиления) достигается при б, = С,. 

При этом мощность равна 


—_—_—— —— 


При подключении дополнительной проводимости С, мощность, 
выделяемая в проводимости б,, будет 


В“ = Ат =. 
40 = 
„(1+5 
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Отсюда коэффициент усиления по мощности 


Р, І 
Кае "Таа" (11.55) 
2а. 


Таким образом, при наличии внутренней проводимости источника 
сигнала С„, равной нагрузочной проводимости а, (включающей в себя 
все виды потерь в контуре), критическая величина отрицательной 
проводимости, соответствующая порогу устойчивости системы, 0, = 
= —24,. При а, = — б, усиление по мощности равно всего лишь 


четырем. 
Напомним, что все приведенные выше рассуждения относятся к 


случаю, когда выполнены следующие условия: во-первых, ® = 9/2; 
во-вторых, фаза накачки тү = —л/2 и, в-третьих, контур настроен 
точно на частоту сигнала о. На практике, при усилении реального 
сигнала, фаза которого неизвестна, а частота может изменяться в не- 
которой полосе, соблюдение перечисленных выше условий невоз- 
можно. 

При отклонении частоты сигнала о от величины 9/2 комбинацион- 
ная частота 2 — о не совпадает с частотой о. Это приводит к биениям 
и к уменьшению усиления. Можно, правда, показать, что даже при 
расхождении частот ® и ©/2 средняя за период биений мощность ко- 
лебаний получается большей, чем в отсутствие параметрического воз- 
действия, т. е. что и в этом случае имеет место усил >ние сигнала. Од- 
нако подобный режим работы усилителя не всегда приемлем. От не- 
достатков, присущих одноконтурному параметрическому усилителю, 
свободна схема, рассматриваемая в следующем параграфе. 


11.6. ДВУХЧАСТОТНЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Принципиальная схема двухчастотного или, как его часто назы- 
вают, «двухконтурного» усилителя, изображена нарис. 11.16. Буквами 
Ени © обозначены амплитуда и частота напряжения накачки. Первый, 
сигнальный контур настраивается на центральную частоту спектра 
сигнала (резонансная частота ®„ => о;), а второй, «холостой» контур — 
на частоту о.з, достаточно сильно отличающуюся от @ з. | 

Частота накачки выбирается из условия 


0 =03 9р. (11.56) 


При выборе частоты о „з исходят из условия, чтобы частота сиг- 
нала о; находилась вне рабочей полосы вспомогательного контура. 
С другой стороны, комбинационная частота @, = © — о; должна 
находиться вне рабочей полосы сигнального контура. 

При выполнении этих условий на сигнальном контуре будет су- 
ществовать лишь одно напряжение частоты 0;, а на вспомогательном 
контуре — частоты о,. Сч"итая амплитуды Е; и Е, этих напряжений 
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малыми по сравнению с ЕЁ,, мы можем заменить нелинейную емкость 
Снл С генератором накачки линейной параметрической емкостью, 
изменяющейся с частотой ©, как это было сделано в $ 11.4. Схема, 
представленная на рис. 11.16, приводится при этом к эквивалентной 
схеме, показанной на рис. 11.17, а. На рис. 11.17, б приведена схема 
замещения для частоты ®,; параметры этой схемы определяются с по- 


Рис. 11.16 


мощью выражений (9.20) —(9.27), из которых следует, что по отноше- 
нию к генератору частоты о, нелинейная емкость может быть заме- 
щена постоянной (линейной) емкостью С, = а и добавочной проводи- 


мостью, учитывающей ток 
і, (0) = — Ва: Е, Ёз ѕіп (оф: — Ф,) 


(см. первое уравнение (9.28)]. 


с(ё), 
Е 
Е,, $ 2, ых 
7 ! 
а) 


Рис. 11.17 


В данном случае Е, = Е,, ВЕ, = АС/2 =тСу2 (см. $ 9.4), а 
АС 
Е,=1.,|2,(0,)| =Во, Е; Е, атага Е1| 2. (+) |. 


Таким образом, 
вы, (0 = — (5) огоь 2, (о) Егзіп (оз) 


откуда следует, что комплексная амплитуда 


іы, = (2) о, 0, 22 (0,) Ё. 
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Здесь 02 (4) =|2, (©) |е—®: обозначает сопротивление, комплексно. 
сопряженное с сопротивлением 2, (оз) = |2, (®.) |е 9: а Е, = Е, е! 

Отсюда вытекает следующее выражение для эквивалентной про- 
водимости: 


О, (в) = №1 = — 
а( 1) Е, 


Рис. 11.18 


Ф 
При резонансе, когда @у = @р и @, = 0, 22 (в) = №, 


ав) = |2 о о, №. (11.58) 


У 


После того как найдена эквивалентная отрицательная проводи- 
мость б, (,), нетрудно определить коэффициент усиления двухкон- 
турного усилителя. Для этого можно воспользоваться схемой заме- 
щения, представленной на рис. 11.18, на которой элементы, располо- 
женные слева от пунктирной линии, соответствуют сигнальному кон- 
туру усилителя (см. рис. 11.16), а справа — схеме замещения 
рис. 11.17, 6. Полученная схема, по существу, совпадает со схёмой 
одноконтурного усилителя (см. рис. 11. 15). Различие лишь в способе 
определения эквивалентной отрицательной проводимости. 

Поэтому можно определить резонансный коэффициент усиления 
по мощности (при @, = ору) из выражения, аналогичного формуле 


(11.55): 
а (11.55) 


1 ба \2 
| +] 


где С, вычисляется по формуле (11.58), С! = 1/№, а №, — нагрузоч- 
ное сопротивление сигнального контура. 

При отклонении частоты сигнала в: от резонансной частоты ри 
и соответственно частоты © от орг модуль сопротивления 2:(0;) па- 
дает, что приводит к снижению модуля С, и, следовательно, коэффи- 
циента усиления по мощности. 

Основываясь на выражении (11.57), можно рассчитать частотную 
характеристику и полосу пропускания двухконтурного усилителя. 
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Не останавливаясь на этом расчете, отметим следующие важные 
преимущества двухчастотного усилителя: 

а) эквивалентная отрицательная проводимость, а следовательно, 
и усиление мощности не зависят от фазы накачки; 

б) не требуется соблюдения кратности частот в! и ©. 

Оба эти свойства объясняются тем, что фаза ф, и частота ®› комби- 
национного колебания, выделяемого на вспомогательном (холостом) 
контуре, жестко связаны с фазой и частотой накачки. 

Рассмотрим энергетический баланс в двухчастотном усилителе 
в зависимости от соотношения частот аи и о». 


ны 
и 
р -КР 
0 д шт 5 ш 
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Пусть заданы частота ®: и мощность Р, сигнала на входе усилителя. 
Так как с повышением вспомогательной частоты ®›, модуль величины 
Ч, увеличивается [см. формулу (11.58) |, то и усиление по мощности 
Кр также растет [см. формулу (11.55’)]. Мощность сигнала на выходе 
усилителя будет Р, = К,Р,. 

Для определения требуемой мощности генератора накачки Ро, 
а также мощности Р,,, выделяемой во вспомогательном контуре, вос- 
пользуемся теоремой Мэнли — Роу. На основании выражения (9.30) 
можно записать следующие соотношения: 


09 
Ры, — Р, 
1 


[9 
Ра = — Ре, =Р. + Ро. 
ЮЛ 


(Знак минус в последнем выражении опущен, так как очевидно, что 
эта мощность отбирается от генератора накачки.) Соотношение мощ- 
ностей Р,, Рь,, Рь, и Ро иллюстрируется рис. 11.19. Из этого рисунка 
видно, что при @› >> о; на вспомогательном контуре выделяется мощ- 
ность, большая, чем на сигнальном. "Таким образом, хотя с повышением 
частоты өз мощность Ра, растет, но распределение мощности, отби- 
раемои от генератора накачки, изменяется в пользу частоты 6. Не- 
смотря на это, часто работают в режиме о, >> ви, так как при усиле- 
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